
Capitolo 4

La metrica di transizione

4.7 La metrica di transizione

Clonsideriamo due spazi tempo (,4{1 ,gt) e (A[z.sz) limitati da due ipersuper-
fici D1 e D2. Le sottovarietd suddividono ,4,f1 ed I,I2 in chie rc.gioni

lllt : A4, UA'I
A ' [ z :  h [ 2 - U L ' 1 2 +

Un incollamento fra i due spazi-tempo avviene individuando x1 con X2 ed
un esempio d dato da

B: l l4 r  u t r [2+ (4  i )

La sottovarietd X - Xr : X2 d allora una superficie singolare attraverso cui
ie derivate della metrica sono discontinue. Per riportare il tensore metrico
ad essere di classe C2 su tutto B, si sostituisce I'ipersuperficie x con rlna
varietd quadridimensionale M6,1 str cui d definita una metri<a di transizione
96,1cnn particolari proprietA.[7] Richiederemo cio6 che il tensore rnetricn 96,1
sia di classe C2 su tutta la varietd di transizione e che si raccorcli .or, q, .
92 in modo tale da garantire Ia continuitd non solo della metrica ma anchc
delle sue deri'ua.te seconde. Considerando una taie rnetrica di transizione si
introduce in M61 anche un tensore energia momento Tfi,, che si raccorda
con continuitd. con f(i, ef(irt . In questo modo ii passaggio di'lp" d,a M| a
Mr+ avviene con gradualitd e non con un salto rretto come negli incollamenti
abituali.
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In questo capitolo calcoleremo alcune metriche cli transizione ma cid non
d sufficiente a garantire I'esistenza della varietd I{p,1 . Infatti la gi1.y pud
soddisfare tutte Ie condizioni di continuitd. richieste ma il tensore energia-
momento Tfii puO avere proprietd fisiche inaccet,tabili. Sard cosi necessario

controllare cne :f (ril soddisfi alcune condizioni sull'energia.

Lo spazicrtempo B diviene ora

B : L[t u Mt U Mr' (4.2)

dove I'incollamento fta ll,lr- ed Iv[.] con M6 an'viene su dur: superfici Sr eci
52 di tipo tempo individuate dalle equazioni

Posizioniamoci ora su 51 ed utilizziamo coordinate gaussiane. Varranno le
(3.16a) (3.i8a). Calcolandole per M1 e l\[6 . faccnclo la differenza dei
risultati ottenuti nei due casi. si ha

51  : r : r 0 -e

52 : r : r 0 *e

l&il: l&K'iy: o
[R,o] : o

[/?*] : l?oKril eii :0

[Goi] : l1oK;) - 9;j g^n [0sK-,,] : 0
[Guo] : o
[Goo] : o

(4.3)

(4.4)

(4 5)

(4.6)

dove si d tenuto conto della continuitd delle derir,ate secondc clella metrica
attraverso 51 .

f)alla (a.a) si deduce che le superfici S; sono individrrate dalla condizione

louKotl :  g

La (a.5) invece garantisce che il tensore di Einsteirr - e quindi anche T"' 4
continuo attraverso le S;



4.1,L Condizioni sull'energia

Il tensore energia-nromento soddisfa alcune disuguagli anze, chesono accetta_

lt]l^T.t*-ente.[10] 
La prima che consideriamo d la cond.izione d,i, energia

aeool.e,.

I 
,.""?:: enrgia-momento calcolato in un punto p di una varieta M sodclisfa

ra condtzlol le
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Ttrwt'w." > o

Goo)0
(Joo fG ; r )0

dove si 6 usata una base ort'onornrale (e], dr, dz,e-3) fissata in p. Tt", in cluesto
caso ha come unico.autovettore ds ([L I po) . ]'autovalore /., rappresenta ra
densitd, di energia misurata cra un osservatore situato in p, mentre le p; sono
le pressioni pri,nciqtali lungo le tre dirgzioni spaziali e-;.
La condizione di energia debole, riletta second.o la (4.g) diviene

(4 7)
dove wt' d u. r'ettore di tipo tempo o luce. se inoltre I.l,- d tangente in p alla
linea di universo di un osservatore , la (4.7) ci dice che Ia densitd di energia,
misurata localmente, d positiva.
Tutti i campi fisici osservabili in natura hanno un tensore energia-momento
clr lornla

ry- uu
(4 .8)(lf+j)

p> 0
l t *p ; )  0 (4 e)

(4 10)

(4 .11)

Tenendo inoltre conto clel legame fra tensore energia-momento e tensore 6i
Einstein Ia (4.9) assunle la forma

diseguaglianze che garantiscono la validitd, delle condizioni di energia debole.
La seconda condizione sull'energia che ci interessa prende ii nome di cori-
dizi,one di enertti,a domitzante e richiede - oltre le (4.10) che il flu"so cli
energia qp : Tl \4/" Iungo la direzion e la" non sia un vettore di tipo spazio:

QPQ, < o
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In altre parole si richiede che la velocita del flusso di energia non superi quella

della luce.

Se scegliamo poi una bixe ortonormale ed un tensore energia momento corne
nella (4.8) , la (4.11) d equi.,'alente a

?'m-lr ' l  >o
che riletta nei termini dei tensore di Einstein diviene

1- ,oo_ lCro l  ,O

Le condizioni di enerqia dominant,e sono allora

Gm>o
(, ' f f i - ic tn l  >0

4.2 Considerazioni generali

(4 12)

Studieremo nella restante parte del capitolo I'incollamento fra due metriche
di Schwarzschild con masse diverse e foa una metrica cli \{inkowski eci una di
Schwarzschild.
A tal fine consideriamo due metriche *Ricci-piatte" in coordinate isotrope

/ L  i - - r \ 2  / ^  l - i \ {

d'1 : - (1+? \ af * (,+9 ) (r", + r2do2) (a r3a)
\ g r ( r ) /  \  2 r  /  

\

/  |  ,  r r  2  /  1  \ \  4

d"? :  -  ( :* \  ot ,  o (q#) (u ' ,  +r2ae2) (4.r3b)
\ 9 2 ( r ) /  \  2 r  /

che si incollano su una superficie statica D di tipo tempo individuata da
r : ro.La X d una superficie di discnntinuitd per le derivate della metri-
ca; sostituiamola (orr una r,'arietii di transizione M6,1 . delimit,ata dalle due
superfici 5-1 ed 52 di ecSrazione (4.3).

Il tensore misto Gtj che si ot,tiene dalle (4.13a) - (4.13b) coincicle con cpello
calcolato nella base ortonormale

"': (ffi)d,
,,: (ff)'a,
, , r :  (*) '  ,  ao

" , :  
( * ) '  ,  

" inod ,p

(4.14)
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dove i  :  I ,2 .

Cosi le uniche componenti interessanti di G * irt questa base sonol

o /

\J0()

\ J l l

Gzz

-GB: -64raftP)e;e) b

Gl:3213s;(r ) -5 tLo(r)  '  
( - r ,  @ A#

+2,,0s44 %#_ gt(r)*#)

G22 : 1613 si(r) 
5 n, (r) t 

(n, ,", W

,  ,  ,  ,  E ' g r ( r )  .  ,  \  0h ; ( r )
+ rn ; \ r )  

A r ,  
t g ; \ t - )  

A ,

-2,.an4lY# *rs;(r) ry#)

(4 .15a)

(4.15b)

(4 .15c )

(4.15d)

(4.15e)

(a.15f )Gzt : Gzz

La (4.13a) descrir.e uno spazio "Ricci-piatto", quindi r.zrle

Goo: o o 
o 'qo{t)  -  o

OT'

cio6 la g, (r) C una retta

g; ( r ) :  A r  *  B  (4 .16)

Nel caso di una metrica di Schwarzschild o di lVfinkou.ski la funzione h (r) d
ancora una retta

h ; ( r ) :C r *D

Sostituendo le (4.16) e @.17) nelle (4.20a) e (4.20b) si ottierre

(4.r7)

Gtr:-l*rr:-rrrtffi:o

rl,e stesse equazioni si ottengono per la 0 sostituendo.q (r) con g' (r). h(r) cor h, (r\.
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equazione che si verffica se

AD+CB:0 (4.18)

Da cid seplue che i coefficient,i della funzione 14 (r) sono proporzionaii a <luelli
d \  g ; ( r ) .
La met,rica di transizione e171ha forma

e si rar:corderd in maniera cont,inua fino al seconrlo ordinc con dsl c d*, .
Le compon<:nti Gp,. relative alla metrica (4.19), si ottengono dalle (4.15a) -

(4.15f) scambiando gi(r)  ccn o (r)  e h1 (r)  con B (r)  :

ds(.y: (ffi) 
' 
d,, + (#) 

' 
,0,-, +,,cte,)

G6 : -GB: -64ra(ryflrr(r) 5

Gr,  :  Gl :J2r ' r " ( r )  5 , t ( r ) ' ( - , t  
@ 4#

+2,ryPryP-o(") ry#)
Grz :  G3:76r3a( r )  5 , :?( r )  t (U, " ,  

W

+rB(r)+P+cr(r) ry#
-r,uf)W#*ra'l'q#)

G:: : Gzz

Goo)oo{*9<o
oT'

@.20a)

(4.20b)

(4.',20c)

(4.20d)

(a.20e)

(4.20f )
Dalla prima delle (4.12) e dalla (a.20a) si deduce subito che I'incollamerito d
possibile se

(4 1e)

(4.',zL)

a patto che la cr (r) sia una funzione positiva.
La (a.21) ci dice che la funzione di raccordo ci (r) <leve a\€re concavitd rivolta
\rerso il basso. Questa condizione d facile da controllare perch6 le funzioni
gr(r) 

" 
gr(r) che si incollano sono delle rette.

Data Ia mmplessita delle (4.20b) (4.20f) e delle funzioni a (r) e [] (r) che
sa.ranno poiinomi di quinto grado le ulteriori disuguaglianze delle corrdizioni
di energia dominante saranno piil difficili da verificare.
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4.3 L'incollarnento Minkowski-Schwarzschild

L'incollamento forse pii studiato della letteratura scientifica sull'argomento d
quello fra una metrica di Minkowski ed una di Schrvarzschild.[8] In coordinate
isotrope abbiamo

69

dsl,t  :  (##)'  0,,+ (r + #) '  
(arz +,2ae2) @22a)

d,t. ,  :  ( '#) '0,,  + (t  + 5) '  (r , ,  + i .2de2) (4,r.21:)
\2 r+ i \ t /  \  2 r /  \

dove r's : costant,e d ii raggio della sfera su cui si fa I' incollamento. Le (4.2'2a)
(4.22b) possono essere rilette in un'unica forma definendo la metrica

, ts2:  (?^:  , t :L\  
' r , ,  

*(rn+) '  ,0, ,  l rzde'z)  (423)
\ 2 r+m( r ) /  \  2 t ' )  \

con

I
m ( t )  :  

{
t

T,a (4.24) d t:ontirtua su 16 come si

Xr r <,"s
A , I  r ) 1 6

vede dalla (4.1)

(4.24)

m(t)
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Irrtroduciamo ora una metrica di transizione nella regione ro - € < r <
r o - r c .

(4.25)

dove / (r) d Lrn poiinomio che si raccorda all'ordine C2 con m (r) : 
ffr per

T  : 1 ' t :  7 - o  6  e  c o n  r n ( r )  : M  p e r  T  : T 2 : ? ^ o * € .

Per determinare Ie funzioni di transizione - tipo / (") - 
" 

per disegnare i
grafici che seguiranno. si d usato Maple. [2][3] Il programma che ci permette

di calcolar" f (r) d il seguente:
Programma 1
1 # Def inisco l-e funzioni da raccordare #
2 Pol-  [ int ]  :=M/r0*r;
3  Po l  [ex t ]  :=M;
4 # Def inisco 1a fr : : rz ione di  raccordo #

5  f u n _ m : = s u m ( ' a .  ( i ) * ( r - r 2 )  ^ ( i ) ' , ' i ' = 6 .  
. S )  ;

6  v a r _ m : = s e q ( a .  ( i ) , i = 0 .  . 5 )  ;
7 # Costruiamo le equazioni che deve soddisfare
B # fun_ro affinch6 si raccordi fino aL secondo
9 # ordine con Pol[ int ]  e Pol[ext]per r=r1 e r=r2
10 eqn-n: =subs (r=r1 , fun-m) =subs (r=r1 , Po1 [int] ) ,
11 subs (t=t2,fun-n)=subs (r=r2,PoI[ext]  )  ,
12 subs (r=r1 ,  dl f f  ( fun rn, r)  )  =subs (r=r1 ,  di f f  (Po1 [ int ]  ,  r)  )  ,
13 subs (r=r2, di f f  ( fun-n, r)  )  =subs (r=r2, di f f  (Po1 [erb] ,  r)  )  ,
14subs (r=r1 ,  di f  f  ( f  un-m, r ,  r)  )  =subs (r=r1 ,  di f  f  (Pol [ int ]  ,  r ,  r)  )  ,
1Ssubs ( r= r2 ,  d i f f  ( fun-n , r , r )  )  =subs  ( r= r2 ,d i f f  (Po l  [ex t ] , r , r )  )  ;
16 #Risolviamo 1e equazioni in modo da ottenere
17 # i  coeff ic ient i  del  pol inonio
18 solve ({eqn_n}, {var_m}) ;
1 9  s o l - r n : = f a c t o r ( " ) ;

20 fun-n:=subs(so1 m,fun_n) ;
21 # Salviamoi l  r isul tato
2 2  s a v e  f u n - m , ' p o 1 y . m s '  ;
La funzione di transizione d

2M (2rz*3rr -5ro)(r - rz)3 _ x, l  (7rz+8rt - 15ro)(r - rz)a

d,s21t y : - (ffi)' ou+ (r + +)n (0,, + r2ae2)

f ( r ) :M-
rs (r2 - r1)Z ro( rz  -  

" r )n (4.26)
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E facile rendersi cont,o che I'incollamento d possibile: dalla (4.2L) si ha che
Goo ) 0 solo se / (r) ha concavitA verso il basso, ma il calcolo della derivata
seconda di / (r) porta ad avere

0'f (r)
0r2

3M (r - 12) (r - ry)

e r o

. i ( r )  :  f  ( r )+2r

i l ( r )  :2 r - f  ( r )

<0

che d nrinore di zero per 11 { r { 12 Si poteva comlrnque evitare ii
calcolo della derivata seconda. perch6 gid dal g3afico della (4.1) cra evi-
dente che la funzione di transizione aveva la concavitA rivolta \€rso il bass<-r.

LIrr medesimo ragionamento ci impedisce di costruire I'incollamento inverso

con Schwarzschild all'interrro e Minkowski all'esterno: infatt,i la funzione di
raccordo in questo caso ha Ia concavitd. verso I'aito.

Passiamo ora a considerare le altre due diseguaglianze della condizione di

energia dominante. Per il calcolo delle cnmponenti dcl tensore di Einstein d

sufliciente sostitrrire nelle (4.20a) (a.20d)

$.27a)
(4.27b)

II risultato che si ottiene sono un insieme di funzioni che qui non d necessario
riportare. Le componenti G11 e Gzz sono perd sufficientemente complesse da
impedire una trattazione arralitica delle condizioni

Gm - lGi l l
G* -  lGrzl

Seguiremo dunque una via grafica, disegnantlole con Nlaple. I1 programrna

utilizzato per il calcolo delle funzioni da disegnare, d il seguente:
Programma 2

1 # Leggiamo le componenti del- tensore di Ej-nstein
2  r e a d  ' E T T . m s ' ;

3 # Leggiamo le fuezi-oni di traasizione
4  r e a d  ' p o I y . r o s ' ;

5 # Creiano una procedura per i1 calcolo
6 # delIe componenti da disegnare
7  c m n  .  = n - ^ -  l " t  

)

R  r r .

9 subs (alpha(r)=2*r+fr111_m, beta(r)  =2*r- fun-o, "  )  :
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10 subs (r2=r0+epsi-1on, r1=rO-epsi1on, '  '  )  :

11  subs( r=r0+eps i l -on*x , ' ' )  ;
12 subs (M-2*rO*nu, epsi lon=rgxtau, '  '  )  :

13  normal ( r0*  (  "  ) )  : fac to r (  "  )  :

14  subs(mu=O.  005, tau=1/1000,  "  )  :

15  norna l  ( '  ' )  :
16  end;
Alcune sostituzioni che compaiono nella proce<lrrra del programma neces-

sitano di chiarificazioni. Nella riga 10 abbiamo specificato che ci interessa

valutare le componenti del tensore di Einstein nelf intervallo re-e ( r ( r6*s

con -1 < r < 1. Inoltre il tensore G' dipende da t,re parametri (&I,rs,e)

che devono essere fissati per ottenere un grafico in Maple. Lasciamo 16 libero

di assumere un qualsiasi valore ma imponiamo che I/ ed e siano note'i'ol-

mente pit piccoli di 16. Questo d stato fatto tramite la riga 11 e 13. Infine
per rendere il risultato adimensionale si d moltiplicato tutto per 16 (la riga

12) .
I gr#ici che si ottengono utilizzando il programma sopra scritto sono

riportati qui di seguito.

o . o l 2

o.01

0.@a

o.@6

o 6 4

0 m 2

-1 -4.8 -{ .6 4 a { .2

Figura 4.2: Componente G66
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f ig.3: Gso - lG,,l

Figura 4.4: Componente G22
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Le tre conlponenti del tensore di Einstein sono tutte manifestament,e

maggiori di zero. E sufficiente dunque verificare che

Goo - Grr

Goo - Gzz

ma dat,o che (,'60 ) Grr e Goo ) Gzz i grafici che si ottengono sono pratica-

mente uguali a11a4.1. In conclusione Ie tre condizioni di energia dominante
per I'incollamento \4inkowski-Schwarzschild sono rerfficate.

4.4 Ltincollamento Schwarzschild-Schwarzschild

Applichiamo ora il metodo transizionale all'incollamerrt,o di due metriche
di Schn'arzschild in coordinate isotrope. A tal proposito cr>nsiderianio clue

metriche (4.221t con masse differenti:

/ , > ^ -  t t \ 2  /  , r l \ J
d.s2 :  -  [ :v - ' :_ I  a t '  +  ( r  + ;  )  (ap,  +  p ,aa ' )  (4 .28)

\2p+NI)  \ -  2p)  \ * r

d"s2 :  -  (=) 'or,  + (r + 3) '  (ap, + p,d,t t ,)  (4.2s)
\ '2p- r rn)  \  2p)  \ '

Per una trattazione pii completa conviene riscrivere ii tensore metrico interno
nella forma

d"s2 :  _ (  bor -  h) ' r r ,  + (  oorJo,) '  ( r . ,  a y2ao2\
\ a o r + o ' /  

'  
\  2 r  )  

\ * '  r '  u ) L  r

dove b6 e b1 sono proporzionali ad a6 ed o1s€condo la (??) :

(4.30)

(4  31)

bs :  cao

h : c a t

(lalcoliamo ora la massa rn corrispondente alla metrica (a.30). A tal fine
facciamo iI cambio di coordinate

* -  n \ 2

e Ia metrica diviene

/ o o s  -  ! L \ 2  / ^

dsz: -  1t^,-  *:)  a,,  + (rs ,  o '  \o , '  ,  '
\ i+ f r /  t ' * * )  

(dP'+P'dQ')  (4 '3 '2)



4.4. L'D{COLLAMENTOSCHWARZSCHILD.SCHWARZSCHILD 75

A-ffinch6 Ia (4.32) assuma Ia forma delIa (4.29) dobbiamo richiedere che

a o )  i:
2

m  -  
a o a t

2

Imponiamo ora <;he la (4.28) e la (4.30) siano <rontinue su r
per ora alla parte spaziale abbiamo

(4.33a)

(4.33b)

: ro. Limitandoci

a s r s * a t : 2 r o * X I

Da quest'ultima relazione, util izzando la (a.33b) segue che

Figrua 4.5: La funzione m (ao)

Ie cui caratteristiche principali rcno riportate nella seguente tabella

(4.34)

T ,
* : 

; 
(as (2rs + I,t) - al'ro) (4.35)

cio6 la massa interna d funzione solo di o0. Studiando la funzione rn (aa) si
ottiene il grafico

-
I
I
I
I
I
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m:0 0 o : 0 ao:2( t *#
m: M n ^ - l L* u - . ^ n ^ - )

m:  lT lma \ oo: I+#

Sia dalla 4.5 che dalla tabella si deduce che ad una stessa massa corrispondono
due metriche (a.30) con diversi coefficienti. Sard opportuno allora suddividere
I'intervallo di variabilitd di a6 in due regioni simmetriche rispetto ad aff* :

At : {oo :as }a f r * }
A 2 :  { a s :  0 6  )  a f f ^ * }

(4.36)

ft.37a)

(4.3e)

La sucldivisione @.37a) d importante perch6 ci permette di cla^ssificare gli

incollamenti in tre categorie:
1 le due metriche corrispondono a r.alori di as € ,41
2 Ie due metriche corrispondono a ralori di ao € A2
3 le due metriche corrispondono ad as in regioni diverse.

che saranno aflrontati nel seguito per stabilire quali siano possibili.

Ritorniamo ora alle metriche (4.28) e (a.30) ed imponiamo I'ulteriore
condizione di continrtitA sulla parte temporale:

c (agrs -  or)  :  2ro -  M

da cui si ricava Ia "velocitd, della luce" c in funzione di ao

2rs - NI
(4.3rt)

2anro -2 rg -  I \ , 1

Lo studio della funzione c (ae) porta al grafico di (4.6) della paginc scgucnte.
Anche in questo ca.so la c (a6) si comporta diversamente a seconda che si

consideri la regione ,41 o Ia Az . In particolare d da notare che Ia c assume un
valore infinito per a,6 - affo* , dunque afr* non dowd essere preso in esame.

Per lo studio degli incoilamenti una proprietd importante della metri-
ca (4.30) 6 Ia seguente. Facciamo una trasformazione spaziale in modo da
scambiare cid che d interno ad rs con la regione esterna:

t

l :  p  - - - ' - 9
o
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F-igura 4.6: La funzione r (oo)

Sostituendo nella metrica si ottiene

d,s2 - - ( , ! ,- i  : : l '0,, + (*at =+ 
a'oo'\o (0r, ,  + p, ,de,) (4.40)

\ +o i *a 'op ' )  \  2p '  )  
\ * r

a ' l :  Toao

alo : a1f rs
(4.41)

(4.42)

La massa relativa alla (4.40) rimane perd inalterata

, aLa', aoa t
i T L : - : - : i l t

22
Abbiamo dunque una trasformazione spaziale che lascia inalterata Ia ma^s-
sa nra carnbia i coefficienti delle metriche. Sostituendo nelle (4.41) alcu-
ni valori di o6 ed o,1 si osserva subito che la (4.39) manda la regione ,41
nella ,42 e viceversa. Ne consegue che gli spazi-tempo relativi all'interval-

lo 42 {(Mor,9;)} si ottengono da quelli corrispondenti all'intervallo ,41 ,

{(Mo,gr)} , scambiando I'interno con I'esterno.
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4.4.t Veriftca delle condizioni di energia dorninante

Per stabilire quali incollamenti siano possibili, uttlir,ziamo il legame che sus-

siste fra Ia condizione di energia positiva e Ia concavitd della funzione di

transizione. Dobbiamo ora costruire un grafico che riporti I'insieme delle

retLe E : aor { a1 corrispondenti ai valori di m della (4.42). Ii disegno che si

ottiene d i-l sesuente

2u+t l

Figura 4.7:

e le sue principali caratteristiche sono riportate in tabella

At Az

m:0 ar:2(t+ff i )r y5 :2 r s *  M

m:  N I U+:  f f r  *  2 rs Az :2 r  *  M

TrL: mrr.ax y ' :  ( r+#)r* i (2ro+M)

(4.43)

I dati della (4.5) sono leggibili facilmente anche nella (4.7) ; i:rfatti ogni retta

Ui porLa con s6 una massa che cresce a partire da y1 fino a raggiungere un
massimo in y3 per poi dec.rescere nuo\ramente fino a zero su 95. L'intervallo
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.4.1 allora corrisponde alla regione di piano deiimitata dalle rette Ut e As ,
mentre A2 porta alla regione compres a fra y3 e As .

Dal grafico della (4.7) sembrerebbe che la suddivisione in regione interna
ad rs e parte esterna sia evidente, ma bisogna sempre tener presente che
siamo in coorclinate isotrope e p non d il raggio effettivo. Cosi pud accadere
che mentre ci muoviamo verso p crescenti a partire ad esempio da rs il raggio
effettivo ,R risulta invece decrescere. In questo caso allora non saremo in una
regione esterna ma in una interna ad 16.
Per rendere pii chiare queste queste considerazioni ricordiamo come /? dipen-
da da p:

R(p):r(*#) (4 44)

La @.a{ presenta un massimo per p: -arlas che non d accettabile in
qrianto negativo ed un mininro per p- : arlao.Disegnandola funzione si
ottiene il eTafico

Figrua 4.8: La funzione .R (p)

Si considererd. d'ora in avanti solo la parte positiva, in quarrto il raggio
effettivo non pud essere neqativo. Prendiamo in esame i vari casi.
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Se consideriamo Ie rette relative all'intervallo ,41 d facile rendersi conto
che 16 ) p^ e dunque I'incollamento si trova in una regione dove al crescere

di p aumenta anche R(p). La differenza fra parte interna ad 16 e regione
esterna d ora coincidente con quella disegnata in (a.7).

Nel caso invece deile rette deil'intervallo y'.2, rs € sempre minore di p-

ed ii raggi" R(p) al crescere di p , prima decresce fino a p- e poi aumenta

indefinitamente. Cid che nella (4.7) d indicato corne esterno d ora una regione
interna e viceversa. Possiamo ricapitolare Ia discussione nel seguente disegno

Zvtll

Figura 4.9:

dove il segno negativo rappresent,a una rarietA interna ad rs e ii segno positivo

una varietii esterna.

Indichiamo ora con

( y o , a i )

I'incollamento il cui la metrica int,erna corrisponde a A; , rnentre queila

es ternadre la t i vaayT.
Data Ia simmetria del problema una stessa saldatura si verifica sia nella
regione corrispondente ad l'1 sia in quella relativa ad A2. Ad esempio I'in-

collamento Minkowski-Schwarzschild in l'1 d dato du (At,E2) mentre in A2
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d (Er, ao)- E facile ora stabilire quale dei due abbia significato fisico; infatti
(yt,yr) ha una funzione di transizione con concavitd, rivolta verso il basso e
dunque soddisfa la condizione di energia positiva, il secondo invece non si
verifica perch6 presenta una concavitd verso I'alto.
Una situazione analoga si ha per I'incollamento inverso: nell'intervallo 41 la
saldatura Schwarzschild-Minkowski d irreahzzabile, mentre rn A2 essa sod-
disfa la condizione di positivitd, dell'energia. Sembrerebbe allora che (ya,y5)
sia fisicamente accettabile, ma esso non d nient'artro che il caso (g1 ,yr1 inn
I'interno e I'esterno scambiati, come si vede dalta (4.g).
Bisogna inoltre considerare gli incollamenti misti che coinvolgono metriche
in intervalli diversi. Le saldature che soddisfano la condizione cli positivitd.
dell'energia in questi casi hanno tutte come metrica interna una g di Ar.
mentre all'esterno una g di 42. Sempre dalla (4.9) d evidente che stiarno
incollando due metriche interne.
Ricapitolando possiamo fare Ia sezuente tabella

Incollamenti possibili
(g r ,  {Y,n, Az, A q, A^r,  As})
(A* ,  {Ar ,aa,U^t ,As})
(ar,  {gn,a,n,us})
(uo,1y^t , r r11
(a*r, as)

Rimangono ora da verfficare le altre due disuguaglianze della condizione di
energia dominante.
Un primo passo consiste nel costruire le funzioni di transizione utilizzandcr
il Programma 1 con le debite sostituzioni. Si noti perd che in qlest,o caso
le funzioni di transizione da calcolare sono due e non pit una sola come
neli' incollamento Minkowski-S chwarzschild.
La determinazione delle funzioni da disegnare per verificare le condizioni sul-
I'energia risulta leggermente pit complessa. Potremmo seguire Ia via indicata
nell'incollamento Minkowski-Schrn'arzschild, costruendo un programma sim-
ile al Programma 2, ma possiamo fare un'ulteriore passo. Richiediamo che
la parte temporale delle due metriche da saldare non sia continua su rs ; in
questo caso la velocitd della luce c non ha piri un valore fissato dalla (4.3g)
ma diviene

":?!:M- e+d)anTO - At
(4.45)
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dove d determina I'intorno di .o .' La larghezza di questo intorno sarii, ovvi-
amente ottenuta richiedendo che in esso Ie condizioni di enerqia dominante
siano verificate.
Le funzioni che creano maggiori problemi sono Ie Goo - lGr"l , perch6 i due
termini sono paragonabili e pud accadere che la Ioro differenza diventi neg-
ativa. La (G66 - lcrrl) dipende ora da r e da d - una volt,a fissati gli aitri
parametri - diventando cosi a due i,'ariabili. L'andamento di (G66 - lGrrl) A
riportato nel grafico seguente:

6.4
6.4
a.-S
2.-S

-€.-{
{.-S
-&-c
+.-S
-oo@1

o@1?
-?.-G

Figura 4.10: Goo - lGrrl

dove abbiamo imposto che c vari pochissimo intorno ad 16. tin disegno
equir,alente alla (4.I0)d quello riportato in (4.11) nella pagina segluente
Daile (4.10) e (4.11) vediamo chiaramente che esiste un'intorno cli ca in cui
la differenza (G66 - lGrrl) d espressamente positiva. Il calcolo del raggio
effettivo dell'intorno si ottiene fissando la variabile tr e calcolando gli zeri
della (Gso - lGrrl), che risulta positiva fra i clue valori ottenuti. Una volta
calcolati gli zeri si sceglie quello in modulo minore.

2cs d il valore asqunto da c per d : 0 , cio€ quando la parte temporale della metrica d
continua su 16.
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Figura 4.11: Superfici di lir, 'ello per G66 - lGrrl

Queste considerazioni ci permettono di scrivere il segrrente programma per
determinare Ie componenti del tensore di Einstein da disegnare.

Programms $
1 # Leggiamo Ie componenti de1 tensore di Einstein
2  read 'ETT. rns ;

3 # Leggiamo l-e funzioni di transizione
4  r e a d  ' p o l y . r o s ' ;

5 # Creiamo una procedura per i1 calcolo deIle
6 # funzioni da disegnare
7 snpO:=proc(u)

Bu:
9 subs(a1pha(r )  = fun-m,beta(r )  = fun l -m,  " ) :
10  subs (c  =  (2x r0 -M) / (aO* r0 -a1 ) * (1+d ) , , , ) :
11  subs (a l  =  2 *m /a0 , , ' ) :
72  subs (n  =  L /2 * (a0* (2 * r0+M) -a0^2* r0 , , , ) :
13  subs ( r l  =  rO-eps i l on , r2  =  rO+eps i1on , , , ) :
14 subs (r = r0+epsilon*tau, , ' )  :
15  subs (M -  2 *mu* r0 ,eps i1on  =  tau* rO , , , ) :
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16  nonna l ( , , ) :  f ac to r ( r  r ) :

17 end;
18 # Dobbiamo ancora f issare i  va_l-ori di mu, r0,tau e a0
19 srnp: =poc (u)
20 snpO (u) :
2 I  subs (61=6 .005 , t au=1 /1000 ,10=400 , ' , ) :
22 subs(aQ=30_x, , , ) :  #  dove aO_x d i I  va lore d l  a0
23  no rma l ( , , ) :
24 end;
25 # Calcoliamo Ie componenti del tensore di Einstein
26  j _00 :=snp(ET_00) :
27  j _ I t :=snp (ET_11) :
2e j_22: =smp (ET_22) :
29 # Calcoliamo ora i l  raggio dell , intorno di c0
30 sqr t  ( j_00^2)  -sqr t  ( j  _22^ 2)  :
31  subs (x=1 .2 , " ) :
32  dSo l :=so l ve ( , , , d ) :
33  nap (abs , {dSo f } ) :
34  dTenp : :m in (op ( , ,  )  )  :
35 # Creiamo una procedura per la sosti-tuzione di d
36 # con una nuova variabil-e
37 snpd:=proc(z) subs(d=q*dTenp,z) end;
38 # Le funzioni da disegnare sono 1e seguenti
39 ET1_00 : =srnpd(j_00) :
40 ET1_11 :  =smpd( j_11)  :
4t ETt_22: =srnpd Q_22) :
42 s  :=sqr t  (snpd( j_00^2)  )  -sqr t  (smpd( j_11^2)  )  :
43 t :  =sqrt (snpd(j_00^2) ) -sqrt (snpd(j_11^2) ) :

Siamo ora in grado di considerare i vari casi

Incollamenti fra rnetriche relative ad ,41

Considereremo qui di seguito gli incollamenti fra metriche dell'intervallo 41.
Il calcolo delle funzioni di transizione sard, fatto nel caso particolare in cui il
parametro d : 0. Per ottenere invece ie componenti del tensore di Eilstein
da disegnare bisognerd. considerare per il Programma 1 funzioni di transizione
in cui inizialmente i parametri a6 e d non siano specificati.

caso (A^,gz)
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il calcolo di a (r) sostituiamo nel programma 1

Pol[ int] :  aor*at

Pol [ext ]  :  2r*M

Z,Z (t * #) [ 
.d o, si pud esprimere in funzione cli as. La cr (r)

dove a6 €

diviene

a ( r )  :
( r ,  *  , r ) "

(-7412 + Trzao - r6rt  *  8asr l  *  15a1 - 15111) ( ,  -  , r)o
t  1 4

\ r z  -  r t ) '

.(2ot - 2iVl- 2r-, + aort - 2rz + r,2as) (r - ,-r)t

Per determinare 6 (r)

( " -  

" ) t
facciamo inr,'ece le sostitrrzioni

Po l [ i n t ]  :  c (as r -o r )
Pol [ext ]  :  2r - l ty

2rs - II
AgTg -  A1

e otteniamo

0 (r)

( , ,  -  , r ) t

l . t ^  ^

l l l  + 2r _ ,\Zrzao 
- 4rz - 5M I5a.r + 3ar:r,- 6r 'r ) (,  - ,r)t

+

+

: ILi[ _r )- -,r(-2r2cas * 4t"2 - 5M * 5ca1 - 3casr1*  611 )  ( ,  -  , r ) "

( , ,  -  , r ) t

,  ( I4 rz -Tr2cas  *  1611 -  8casr1  *  l5car  -  15 ,4 / )  ( r  . - -- , r)n
/  \ 4
l T ' c  -  T t  l '

r /

+sQrot 
-  2M + 2rr  -  , " r r ,  , -  r z )

I gr#ici relativi alle mndizioni di energia dominante sono i sequenti
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Figura 4.12:  G6

,/ "-s

3-6

2.-4

'1.-G

Figura 4.13 : Gm - lGrrl
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Figura 4.14: Gn - lGzzl

easo lyl,yrn)

Per la funzione a (r) sostituisco nel programma 1

Por[ int]  :  z(r+ 
#),

Pol[ext]  :  aor lar
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ricarando

a ( r )  :  a s r z l  a t *  0 o ( r  -  1 2 )  *

.)
. L

(2r2lt[ - 2asrsr2 * 4rsr2]_6rsr1 * 3r1M) (, - ,r)"

ro (rz - 
"r )t

r o ( r z -  
" r ) t

(5rsa1 * 3asrsh) ( ,  -  , r) t  (74rsr2 * 7r2M) ( ,  -  , r)n

r s  ( r2  -  11 )3
/  \ 4

rs  \ r2 
-  l^1)

(-7asrsr2 * 76rsr1* 8r1 M - I1rsa1 - Saarsrr) (, - ,r)o

ro ( t 'z -  , -r)n

(2rsr1 - asrsrl - amrorz + nlv[ - 2rsa1) (, - ,r)"

+

-.)

,  (2rorz * r2NI) ("  -  t r) t
-  

-L r - r , , t

Se consiclero invece 0 (4 .faccio le sostituzioni

l 'o l [ i r r t ]  :  z  ( r  +#) "\  2ro/

Pol [ext ]  :  c (asraar)
2 r s *M

e ottengo

0(4 :  -c

o

AorO - At

( -oor " r  1or )  *  cas  ( r  -  12)  *

(2r2M * Zcasror2 - 4rst'2 - 6rsr1 -l3r1M) (, - ,r)"

ro ( rz  -  
" r ) t

(-2rsr2 * r2lv[) (, - ,r)'

+

+

rs  ( r2 -  11)3

(*5rsca1]_ 3casrsr l)  ( ,  -  , r) t  (-_lLrsr,  *  7r2M) ( ,  -  , r)n

ffi*6
(7casrsr2 - I6rsr1* 8rrll.1 - 75rsca1* Scaororr) (, - ,r)n

ro(rz-  
" r )n

(-2rsr1 | casrsrl * casr6r2 + rrM - 2rsca1) (, - ,r)t-.)

+
ro (r 'z -  

" ,  ) t
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Le condizioni di energia dominante sono verificate, come si vede vaciimente
dai seguenti grafici

Figura 4.15 : Goo

Figura 4.16 :  Gm -  lC, , l
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Figura 4.LT : Gm - lGzzl

Incollamenti misti

Consideriamo ora gli incoliamenti fra una metrica deii'intervallo 41 ed una
dell'intervallo A2. Ogni metrica di .41 pud essere saldata con tutte le metriche
di A2 come d e'i.idente dalla concavitd delle funzioni di transizione. Inoltre
tutte le metriche di ,41 saranno nella regione ilterna. Varrano inoltre Ie stesse
considerazioni fatte nei precedenti incollamenti sul calcolo delle funzioni di
transizione e delle componenti del tensore di Einstein. Prendiamo in esame
i vari casi.

caso (gr1, ga)

Per la funzione a (r) faccio le sostituzioni

Por[ int]  :  z(r+ 
#),

Pol[ext] : Uri2ro
Tg
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e ottengo

,  \  M rz+2 r2o  M( r -12 )  , ( 3 r r - 5 ro *2 r ) ( r -  r 2 ) s
a \ r )  :  

, b  
-  

t o  
- *  

1 t ,  - r ;

_,r(8rt 
- 75ro + 7rz)_(r - rz)a

(" - 
")n

Per Ia f (r) invece sostituisco

Pol [ in t ]  :  , ( t -# - ) '
\  2ro/

A T

Pol fcxt ]  :  2rs- : : ,
, 0

ricavando

n ,  .  . { 1 t ' 2 -2 r f ;  M l r  -  12 ) ,  ^ (3 r t - 5 ro  *2 r2 )Q- r2 )3
J \ r )  : - r  

o - r " - *6

., (8", - 15rs - l7r2) (, - ,r)n

w
I grafici relativi alle condizioni di energia domirante sono

-  - ' - t  - ' - \
, '  o o 1 1  1

8 -0.6 -{.4

Figura 4.18 : Gm
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Figura 4.19:  G66 -  lGrr l

E ' i m ' . o  A r O .  C ^ ^ - l f t ^ ^ l
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caso (g1 ,9^r) 
3

Le sostituzioni da fare in questo caso per ottenere la funzione di transizione

a (r) sono

Por[ int]  :  z(r+ 
X),

Pol[ext]  :  asr*a1

1 , .  t -
dovc as . 

I 
0.ff 

| 
.Ott"ngo cos)

o ( r )  :  a s r - 2 r  a t *  a o ( r  -  1 2 )  *

^(2r2M 
- 2asrsr2 * 4rsr2 * 61611 * 3r1M) (, - ,r)t

ro \r ,  -  rU

, (-5rsa1 - 3asrsh) ( ,  -  , r)"  ( l4rsr2 - t  7r2Vt) ( ,  -  , r)o-6F
,  (-7asrsr2 * !6rsr1 * Srrlvl - 15rsa1 - 8asrsrl ) (,  - ,r)n

^ \ r r -  r r

_ J
(21611- asrsl'1 - aororz I ryM - 2rsa1) (, - ,r)"

rs (r2 - ry)5

,  (2rsr2I  r2M) ( ,  -  , r ) "-6

Se si considera invece la funzione B (r) sostituiremo

/  M\
Po l [ i n t ]  :  2 l I -  -  l r

\ 2ro/
Pol [ext ]  :  c (asr-ar)

2 r s -  M

AgTg - A1

3A*r. d la retta corrispondente ad una nra-qsa rn dell'intervallo At .
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ricavando

0 ( r )  :  c (asr2  -  o r )  *  cao( r  -  12)  *

^(2r2M I2casrgr2 -  4rsr2 -  6rsr1* 3r1M) ( ,  -  , r) t

r o V r  -  t n )

( -  5 rsca1 *  3casrs r l )  ( t  -  t r ) t  ( -  l4 rs r ,  *  7  r2 l l )  ( ,  -  , r )o
-  - -9 ' - ' ;

*(Tcaororz 
- I6rorr + SrrM - llrocat l8conrorr) (r - rz)"

rs (r1 - r2)a

.(-2rsr, { casrsrl { casrsr2 * r1M - 2rsca1) (, - ,r)"

roV\  -  tL )

, (-2rsr2 -t r2lr[) (., - ,r)'-6

Le componenti del tensore di Einstein soddisfano tutte le disuguaglianze della

condizione di energia domhante :

,'/o ot t

0  012

0.ol

0.@8

o.@€

0 6 a

o @ 2

Figura 4.2I: Gn
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F igura  4 .22 :6oo -  lGr r l

Figura 4.23 : Gw - lGzzl



96 CAPI'L-OLO 4. LA ME'|RICA DI TRANSIZIONE

cirso iE1, y5 )

Questo incollamento d particoiarmente interessante perch6 coinvolge due met-
riche di Minkrwski. Calcoliamo le funzioni di transizione nel solito modo:
specifichiamo le sost,ituzioni da fzre per la o (r):

Porf int]  :  z(r+ 
#),

Pol[ext] :  2ro+A,[

e ott,eniam<>

a( r )  :  2 ro+M+2

Per la /? (r) ini'ece le sostituzioni sono

(-2r, - 3rr f  5rs) (2rs * I I) (r - ,r)t
r  r 3rs \ r2  -  r1 )

(-7r, * 1516 - 8rr) (2ro + !\4) (r - ,r)n
/  \ +

T n l T o - T t l
v  \  a  L l

Porf int]  :  , ( t-  
#),

i ' o } [ ex t ]  : 2 r s -h I

e la 0 (r) diviene

0 ( ' )  : 2 ro - l \ ' I - 2
(-2r, - 3rr * 516) (-2ro + ,{1) (, - ,r)t

z  r 3rs \r2 - t.1)

(-7r,, * 15rs - 8rr) (-2ro+ Lt) (,  - rr)t

ro (rz - ,r)n

I grafici per le componenti del tensore di Einstein sono
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o.ot {

0.or2

oo l

o.@a

0.@6

0.64

o.@2

Figura 4.24: ()6

Figrrra 4.25 : Goo - lGrr I
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Figura 4.26 : Gw - lGzzl

caso (y,n,ga)

La funzione a (r) in questo caso si ottiene sostit,uendo

Pol[ int ]  :  eor*ar

Pol fext ]  :  l r+2ro
Tg

dove ao  e l  z .z  ( t  "  \  |
I  \  + f rJ l .o t tenendo

^ /_\  Zrf ,+ l l l r2 l l l  ( r  -  r )
* \ , , /  :

Tg ?'6

,lllul ry - 3rsasry + 10rfr l2llt12 - 2r2r6as - 5r6a1) (, - ,r)"

(8Mrr - Sroaorr * 7ll'Irz * 3013 - 15r6a1 - Tr2rsas) (, - ,r)n+
ro l r t  -  t -2)

,(4r'o 
- rsasrl - 2rsa1 * Mr1 - r"zroao t Mr2) (, - ,r)u

-
ro(rt  -  rz)"
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Per la B (r) invece si sostituisce

Po l [ i n t ]  :  c (as rao r )
M

Pol fext ]  :  - r -2ro

2 rs -  M

AgTg -  A1

e sl rlca\,?

2 r f i - l t t r 2  M( r -12 )
II . J v  J

? g  ? ' g

.(-3hIr, - 3t'scasry + 1Orfr - 2hf12) (, - ,r)"

(-2r2rscas * 5r6ca1) ( ,  -  rr)"  ,  (-8L, ' l r1- 8rscasrl)  ( ,  -  , r)n
-+ft
rs  \ r1 

-  12)  rg \ r1 
-  12)

|  - r ,  n a  )  1 r '  -  \  r  t 4(-7 A112 + 30rf - Ilrocat - 7r2rsa6) l, - ,r)=

, rV t  -  rn )
( /n2  -  rscasr l  *2 rsca1 -  I l l r l  -  r2 rscas  -  I I12)  ( t  -  t r ) t

rilrt - ,nY

I gr#ici per le componenti del tensore di Einstein socldisfano le condrzioni

sull'energia dominante, come si vede ciai grafici

+

+
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Figrrra 4.27 : Gn

0.018 I
o.ore .l
o.orr Io.or2 i
,0.o1 I

o.os 1
0.006 1
0.001 | ,
o * 1  I

-"N

Figura 4.28: Gm - lGir l
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o.ol

0.0d

o.oG

0.@a

o.@

Figura 4.29 : Gut - lGzzl

caso \y-,y5)
La funzione cr (r) si ottiene sostituendo

Pol[ int ]  :  asr-t_a1

Pol[ext]  :  2ro+LI

-  I  -  -  /  " "  \  [
dove a6  u  

l r ,2  (1  +  f f i  ) le  
la  a  ( r )  d rv rene

o( " )  :2 ro+ lv t+2
(-2r2as + 5M - 3a6r1 - Sat * 10rs) (, - ,r)"

( , ,  -  , r ) "

(-7r2ag - Saorr - 15a1 * 30rs + LsM) (, - ,r)n

( "  -  

" ) u(4ro + 2M - 2at - aort - r2ao) (r - , 'r)'

( ' ,  -  

" ) t

+3

sostituisce

Polfint]

Pol[ext]

c  \ag r  1  o t )

2rs -  M
2rs-  M

Per la p (r) invece si

AgTg - A1
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(-7r2cas - 8ca6r1* I5ca1* 30rs - 75M) (, - ,r)n

( ' ,  -  
" )n(4ro - 2lvI + 2ca1- co,sr1 - r2cao) (, - ,r)t

e si ricava

0(r)  :  2ro- no *r?2rzcao-51,I  
-  39onrt+p:at+70ro)(r  -  rz)3

\rz -  r t )

+3 r  r 5
\ r z  -  r t )

Le condizioni di enerqia dominante sono verificate come si vede dai qrafici

, /  0.016

o  0 1 4

o  0 1 2

0.01

0.@8

0.66

0.@4

o.82

-1 -{.6 -{.6 -O.4 -a.2

Figura 4.30 : Gso

o.o18
0,0r6
0-0ta
0.ot2

zo.ol
0.@8
0.06
0.@a
0.@
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0.o1

o.oe

o.oG

0.@a

o.@

F'igura 4.32 : (lm - lGzzl

/ \
caso \A2,94)

Ci troviamo nella situazione particolare di incollare due metriche di Sciruarz

schild con la stessa massa.La funzione cr (r) in questo caso si ottiene sos-

tituendo

Polf int ]  :  2r*M

Pol[ext] : Yr + 2ro
?^6

ottenendo

, \ 2rf + ltlr2 !\l (r - 12)
u \ r /  :  - i - -

Tg Tg

(M - 2rs) (2r2 * 3r1 - 5rs) (r - ,r)"
-L9

,o (r2 - r1)3

(n/ - 2rs) (7r2 * 8r1 - 15rs) (r - rr) '
r  r 4

I 's  \ r2 -  ?.1)

Per la p (r) invece si sostituisce

Pol [ in t ]  :  2r -M

Pol[ext] :  -X[, *Zrs
?'6
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e si ricava
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n /  \  M r 2 - Z r f ;  M ( r - 1 2 )
P \ '  )

Tg Tg

(2rs * M) (2r2 * 3r1 - 5rs) (r - rr)t-2
rs (r2 - r1)3

(2ro + M) (7r2* 8r1 - 15rs) (, - ,r)n

rs (r2 - r1)a

Le condizioni di energia dominante sono verificate come si vede dai grafici

o.ol2

o.01

o.@6

o @ 6

o.oo1

o.@2

F'igura 4.33 : Ges
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0.0€

o.o€

o.oo1

o.0@

Figura 4.34: Goo -  lGrr l

0.@7

0 0 s

o 0 6

o.oo1

0.0@

o . @

o @ 1

0
- l

Figura 4.35 : Gu - lGzzl
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aso (az,Y^t )
La funzion e a (r) si ottiene sostituendo

Potfinrl :
Polfexr] :

ottenendo

a ( r )  :  a o r z  t  a r  * a o ( r  -  1 2 )  +

LA METHICA DI TRANSEIONA

2r + I,I
0or * at

("t _- 
"r)t

+
, (8oer1 --r-

-sg"t

Per la 0 (r) invece si sostituisce

Pol[ intJ :  2r_M
Polfext ]  :  c(asraal)

2 ro-  M
&ot-o - at

e si ricara

C (r) : c (aorz - or) * ca6 (r _ 12) +

_o (-3"a0rr * 611 * Jr2 - 2canrc r Sr,,- Z '  " ' ' " ' t  . .  -  o , -  5 I / \ / -

( r ,  -  , r ) "
(-8ca6r1 * 1611 1

- ,r)"
+

. (2ca1

(rt - rz)

I ppa-fici per le componenti der tensore di Einstein sono i seguenti
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Figrrra 4.36 : Goo

o.or.1
o.or2 1
0.011

.o* |
o.o* 1o.*, I'_i.k

Figura 4.37 : Gm - lGrrl
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F igura 4.38 : Gn - lGzrl

caso (y2,y5)
La funzione a (r) in questo caso si ottiene sostituendo

Pol[ int] :  2r+I ' t

Pol[ext] : 2ro+lt[

ottenendo
( 2 .

o (") : 2rs * * * nru\ 
- futq -l 2rz) -(r 

- rz)3 
*

\ r t  -  rz)

_r(8rr  
-  75ro+7rz)  ( r  -  rz)a

- 
(rt - rz)n

Per la p (r) invece si sostituisce

Pol [ in t ]  :  2r -L ' l

Pol[ext] :  2rs-A'[

e si ricava

0( r ) :  2 ro -M+4
(3", - 5ro + 2r2) (r - rr)t

(r,  - ,r)=

(8"t - 15ro + 7r2) (r - ,r)oo
z  r 4
\ r t  -  rz )
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Le condizioni di energia dominante sono verificate come si vede dai grafici

o-(88

o.txr6

0.(D4

o.(m

l'rigura 4.39 : Gso

0.01.1
o.oiz 1
oo1 

1
o.oe t

z l
ooo.1
0.0o. I
o . w l  I..ls

Figura 4.40 Gm - lGll
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Figrra 4.4I : Gm - lGzrl



In questo paragrafo r.isualizziamo gli incoliamenti studiati in precedenza con
un'immersione isometrica in una variet,A euclidea. Possiamo limitarci a stu-
diare Ie sezioni 0 : r 12 delle ipersuperfici t : costante data la simmetria
sferica e la staticitd' del problema considerato. In questo caso la metrica
(4.30) assume Ia forrna

4.5. SUPIIRFICI T : COSTANTE

4.5 Superfici t : costante

d.s2 : (aoP^! o' 
) [rr, + p2da2]

\2P/

/ \ f 2

R(p) : , (ger::!\
, .2p /

Il raggio /? inoltre d una funzione crescente di p per

p>9t
Ag

111

(4.46)

(4.47)

e la varietd curva da essa descritta pud essere immersa in uno spazietempo
euclideo quadridimensionale. Consideriamo coordinate cilindriche (2, R,0 , p)
e identifichiamo Ia coordinata g della varietd euclidea con la p della ipersu-
perficie t : costante. Non possiamo fzrre la stessa cosa per R 

" 
p , perch6

quest'ultimo non d la coordinata riacliale effettir,'a. ma dobbiamo imporre

(4.48)

Per quanto rigrrarda infine ia coordinata z, richiederemo che non dipenda da
cp e da I ma soltanto da .R:

z :  z ( R \

Con queste considerazioni la metrica euclidea d

ds2 : dz2 + dR2 + R2d(12 :

t -  /  dz (R\ '  21
: 

f '* (-F ) loo' 
+ R2dQ2

Identffichiamo ora b @.a6) e Ia (4.49) :

(4.4s)

[' . (-P)']'"' : (e'I#)^ o* (4.50)
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Esprimendo .R in funzione di r nella (4.50) si ha

i t - I (aop * ar) dp (4.51)

ed integrando fra 16 ed r, otteniamo

@.52a)

(4.52b)

Le (4.52a) - (4.52b) sono valide solo per p ) a1f a6 .
Passiamo ora a considerare i vari incollamenti.

Incollamenti fra metriche relative ad A1

Non r.i sono particolari problemi in questi casi, perch6 il raggio 16, dove
avviene Ia saldatura, si trova all'interno della regione (4.48) ed il passaggio

dalla ipersuperficie interna a quella esterna € facilmente visibile.

caso (U^,yz)

faoal ,:  
t l ;@oP-ar)  

- rcoat,  \
, r l  ^  

\as rs -41)

-1

4

-€
- 1 0

- t 4

- 1 6

- 1 8

-24
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easo (E1,y^)

l I J

(4.53)

-6

Incollamenti misti

Ora invece dobbiamo considerare anche le superfici t : costanfe corrispon-
denti a metriche dell'intervallo Az. In questi casi 16 d all'esterno della (4.48)
e si trova quindi in una regione dove il raggio effettivo -R d una funzione de-
crescente di p. Per superaxe la difficoltd, applichiamo al trasformazione (4.39)
alle superfici (4.52a) - (4.52b) , scambiando I'interno con I'esterno.
Integrando la (a.51) fra rs ed p, ma cambiando variabile secondo la (4.39),
otteniamo

(oo"o *Z') o'z(r):* Io'"
che calcolato porta a

z3 : 
lT (Xr- oo"o) .,lT (asrs - asrs)

24 : 
lT (x' -""') .,lT(aoro - ooro)

@.5aa)

(4.54b)

aoa's.-:-
T3
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dove as - e quindi anche o,1 - soro relative ail'intervallo ,41.
Per interpretare correttamente i grafici che seguono, d necessario tenere in
considerazione la trasformazione (4.39) compiuta sugli spazi-tempo d\ A2.
tr facile allora constatare che giungendo su 16 dalla superficie t : costante
interna, dovremo proseguire su quella esterna nella direzione delle fi decres-
centi.

Prendiamo ora in considerazione i vari c;a.si.
caso (y,ya)

21

2 2

n

1 8

't6

1{

1 2

l o

I

1

30
R

40 50 60
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caso (g1 ,Arnt)

115

cas'c:' (?Jn,A,nr)

2a

1 8

t 6

1 a

z -
1 0

I

4

2

a o 5 0 @
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caso (ym,?14)

20

1 o

z

0

caso (Am,Amr)

1 8

1 5

l 4

1 2

1 0

I

€
a

z o

I

- 1 0

-1,4

- 1 6

- 1 8

s
R
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caso (yTn,y|)

r17

caso (y2,ya)

-5

z

o 10 20 30
R

I

m

1 0

- t0

30n - - - r b  b
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w (az,arnt)

0  1 0 s 4 0 5 0

caso (g2, 95)

2

0

- t  0

- l a

- 1 6

- t s

-21



Bibliografia

[1] Darmois, l,I.G. (1927). Ivlemori,al des Sciences Math(.ntat'iques, n. 25

[2] Char, Il.\,V. , Geddes, K.O. , Gonnet. G.H. , N{onagan, M.R. , \Vatt,
S.N,{. (1990). First L€au€s! a'lutorial Introduction to lvfaple (\\'atcrloo
\Iaple Publishing. \\:aterloo)

[3] Char, B.W. , Geddes, K.O. , Gonnet, G.I{. , Leong, Il{.ts. , lv{onagan.
M.B. , Watt, S.N{. (1991). I\faple V Library Reference ll[anual (Springer
Verlag, Berlin)

[4] Dautconrt, G. (1963). Archiue of Rational Mechanics and Analysis,13,

[5] Dray, T. , Clarke, C.J.S. (1987). Classical Quarttunz Grauity, 4,265.

[6] trdelen, D.G.B. , Thomas, T.Y. (1963). Joum,al of Mathematical
An alysis an d Applicat'ions., 7, 247

[7] Ferraris, IvI. , Francaviglia, N{. , Spallicci, A. (1994). In submission to
Physical Reuiew

[8] Ferraris, M. (1992). In Proceed,i,ngs of the X ltalian Conference on
General Relati,uity and Graui,tational Physi,cs, Bardonecchia ( Italy ).

[9] Gold*'irth, D. , Katz, J. (1994) gr-qc/9408034 r'3

[10] I{au'king, S.W. , Ellis, G.F.R. (1973). The Large Scale Structure of
Space-Time, (Cambridge Unir.ersity Press, Cambridge).

[11] Israel, W. (1958). Proceedi,ngs of the Royal Soci,ety, A 248, 404.

[12] Israe\ W. (1966). Il nuouo C'imento, vol. 44.B n. 1, serie 10.

119



120 BIBLIOGRA]TIA

[13] Israel, W. (1967) . Physical Reu'ieu,153 n.5. 1388

[14] Israel, W. , Barrabes, C. (1991). Phgsical Reuiew, vol.43 n.4,II29

[15] Kramer, Stephani, I{erlt, MacCallum (1980). Eract Solution of
Ei,nsl,e'in's tiekl equatiorzs (Schmritzer)

176l Lanczos, K. (1924). Annalen der Physik,74.5L8

[17] i,ichnerowicz, A. (1955). Th\ories Relatiuistes de la Grauitation e.t de
I'ElectromaEtitisme (Masson & Clie). 59.

[tS] l,tisner. C.W. , Sharp D.H. (1964). Phgsi,cal Reuieta, r'ol. 136 n. 28,
o / r .

[19] N{isner, T'horne. Wheeler (1973). Clraui.tation (Freeman and Conipany).

[20] Nariai, H. (1965). Proqress of Theoretical Ph,gsics, vol. 34n. I, I73.

[21] Oppen]ieimer, .I.R. , Volkoff, G.N'L (1939). Physical Reu'ieu, vol. 55, 374

[22] Sakai, N. , N{aeda, K. (1994). Physi,cal Reuiew, SO n.8,5425

[23] Sato, II. (1986) . Progress of Theoreticcrl Phusics, vol. 76 rt.6, 1250.

[24j Svnge, J.L. (1960). Relati,uity: the General Theory (North-Holland
I'}ublishing Companl'. Amsterdam).

[25] \\bimberg, S. (1972). Gr-adtation and Cosmology (John Wiley lt sons)


