
Capitolo 3

il PROBLEMA DEL
RACCORDO

La RelativitA. Generale studia le proprietA di una rarietd quadridimensionale
descritta da una metrica g a dieci cornponenti. In fisica il problema della
continuitd di g non d mai afhontato; di solito si lavora amrnettenclo che la
metrica sia infinitamente di-fferenziabile, sapen<lo in ogni caso che deve essere
di classe C2 per garant,ire Ia continuitd, del t,ensore di curvatura.

La natura perd mostra bruschi cambiamenti come nel passaggio dalla ma-
teria al vuot,o. In questi casi abbiamo che la regione interna € caratterizzata
da un tensore energia-momento con componenti diverse da zero (potrebbe es-
sere ad esempio un fluido perfetto) ., mentre la regione esterna, corrispondente
ai vuoto, ha un tensore energia-momento nullo. Ricordando le equazioni di
Einstein

Ru, - 
)sr"n:8trT1,,

il brrrsco carnbiamento di T* nel passaggio dalla materia al vuoto implic;a
una discontinuitA nelle derivate seconde della metrica.

Questo esempio ci suggerisce che all'interno dello spazio-tempo esistono delle
superfici di discontinuitd della metrica.[17][24] Possiamo cosi assumere che
lo spaziotempo sia ricoperto da un'insieme di carte su cui g d di classe C2 ,
ma al cui interno si tro'uano delle superfici di discontinuitd che limitano g

)
ad

essere globalmente di classe C o CL.

La continuitd clella metrica d legata anche all'insieme di coordinate uti-
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luzate. Infatti se abbiamo due carter (A , ,,) in cui d definita g e (13 , y")

in cui si ha g', iI passaggio da una metrica all'altra d dato da

9'p, : gr"Y:41:'oyt'6,r'

do'u'e sono coinvolti gli jacobiani della trasformazione.
Per garantire che in entrambi gli aperti la metrica sia continua con Ie sue
cierivate seconde, dovremo rtllizzare delle coordinate legate cla trasformazioni
di classe C3. Nel caso in cui I'intersezione dei due aperti Aa B contenga una
superficie di discontinuitd per le derivate seconde, d opportuno definire il
sistema di coordinate am,missibile. In esso Ia metrica sard rli classe Cl e una
trasformazione che leqa due sistemi ammissibili dowd. essere di classe C2.

3.1 Cenni di geometria delle sottovarietA

Consideriamo una varietd tll quadritlimensionale. clescritta da una rnetrica

g : gurdrPdt:' (3 2)

dove p , I) : 0...3 , ed una ipersuperficie X Ie cui equazioni parametriche

sono

(3 .1 )

(3 3)

(3 4)

(3 5)

(3.6)

r o : f " ( { , )

t  (  > i )dove {€'}  sono le coordinate su E e I ' indice lat ino i :  1. . .3.

I vettori tangenti a X hanno componenti

4,,:H
e permetl,ono di costruire una met,rica int,rinseca a !

h : houd€"dtb

dove

. ArP 0t'
hot :n* ry  

N:gu"" f " l " !@l
r A e  M , B e  L I  t a l e c h e l a l o r o i n t e r s e z i o n e  A n B + O



3.1. CL'A'AT DI GEOI\,IETIUA DELI,E SOTTOUARIEI'A 49

L'ipersuperficie
ma ledaD :

vtene inoltre classificata una volta introdotto il vet,tore nor-

f , , . r i :  
{  :

Krj : KTh.,,i : Kf (d^ .d) : nvnii.dj :
-ii ' 4V 

idj : -_ti' oY 
ru, : K j;

Sfruttando la (3.9) si calcoli

av 
;di - 

atli d,, : 3l; €- - e iiKii

t J . /  /

d o v e e :  +  1 .  L a  X d d i  t i p o  L e n t p o  s e s :  + 1  .  d i  t i p o  s T t o " z i o  s e s :  - 1  e d
infine di tipo luce se il vettore ni 6 tangente alla ipersuperficie.
Possiamo considerare come base della r.arietd r14 I'insieme clei vettori

( J  '  '  l

t € f ; l  . n -eo l .
Un corrcetto fondamentale della geometria clelle sottovarietA d la curuahra

e.sterna, definita come

avr.ri : Kt i (3 .8 )

dove I'indice 4 sta ac1 indicare che la derivata covariante d fatta rispettcr
aila metrica g. La curvatura esterna d un tensore definito su X e descrive
l'immersione di quest'ult,ima nella varietA ll1. E facile mostrare che Ki d
simmetrico :

dove 31ff sono i coefficienti di connessione della geometria di X. La (3.10)
prende il nome di equazione di Gauss-Weingarfen e mostra come un vettore
tangente alla ipersuperficie viene trasportato parallelamente in riferimento
alla geometria esterna.
Esprimiano ora il tensore cli curratura definito in t1,1 attra\erso quello in-
trinseco alla I e alla curvat,ura esterna. Per la (??) si ha

R (d, , d) d : nV 
roV, ri - aV,-nV1 o,j - ny g,"-1 ,i

e scegliendo al posto dei tre'n'ettori (i,d,d) la t,erna dei vettori tangenti a X
(dt, di, e-6) si ha

(3 e)

(3 .10)

(3.1r)R (di,d1,) e-; :  nV, nV^. do - nV 
*uV, dn
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IJttlizzando le (3.9) (3.10) si riesce a caicoiare la (3.11) che espressa in
componenti si scrive come

4Rnata 
"?^l"Pal"lifl.*l 

: (Kr*K"^i - KqK,^x) I sR,nojr (3.tZa)
nllop.,un'eflre'l,refry : (Kuw- K*,t) (3.12b)

rlove la riga verticale I sta ad irrdicare ia clericata covariante sulla sootovarieti)
t .
Le (3.12a) e (3.12b) prendono il nome di equazioni di Gazss-Codazzi..
Agenclo su queste ultime con al metrica di X e ricordanrlo cire

lft' et(,,re"1rr1 : gpu - € nFrL' (3.13)

sl I lcava

-2t(] or-, n''nd : t R + Ko1 li 'r - [{2 (3.14a)

G o s e f t 1 n 1  :  K t " , , -  h ;  ( 3 . 1 4 b )

3.1.1 Coordinate norrnali di Gauss

Di particolare interesse per Io studio delle sottovarietd sono le coordinate
garrssiane. Consideriamo un campo vettoriale U" (€') definito sulla superficie
X. Tracciamo ora la geodetica {f, (f)} che passa per il punto P e X per

) :0 e cite ha come vettori tangenti gli t/" (€'). Si" ora fJ un punto esterno
alia ipcrsuperfice posto perd in nn intorno di t. il punto B sard. individuato
dalle coordinate gaussiane rP : {{i , )} do','e {N "otro 

Ie coordinate di P sulla
superfice. In particolaxe se i vettori t/" ({') sono ort,ogonali a E, I'insieme

{r2} prende ii nome dt coordinate normali gaussiane.

La metrica in questo sistema di coordinate assume una forma particolare:

ds2 -- ed,)2 + 9oi (t,,\ : 0) d€od€j (3 .15)

dove ) d Ia coordinata che mi dA la distanza di un punto esterno a E. Si noti
che sulla ipersuperficie abbiam<r

ngoi (€,,\  :  o) :  ht i  (€)
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tlirl : "Rni + e}sK;i -t e K liu - ze Kll{1t
nRo,  :  - \ rc f iu-  K,of
nfi- : ilj osK;, - KtrK:

Lo scalarc di curvatura d

nR:3R+ e  l r<2  
-3K tkK :  +2h i j aoK i j )

I1 tensore di Einstein invece diventa

51

Anche la curvatura esterna Kl7 assume una forma particolarmente semplice2:

I

K;j : Yif,,: 
i}onno, 

(3.15)

e ci permette di calcolare le seguenti equazioni per le coordinate normali di
Gauss:

+Q4 :

oGoo :

nG* :

'Goi + e IsK;i * e K l{ii - 2e Kt;K,, - 
;t 

h;;K

+|e Ns,Nf - eh;js^nEoK^n

t Roo

-*, , 'o - 
|rc '  +|rciNi

(3 .16a)

(3.16b)

( l i .16c)

(3 l7)

(3.18a)

(3.18b)

(3.  l8c)

(3.18d)

3.2 Boundarv Surfaces

Come abbiamo gid visto nella parte introduttiva di questo capitolo, lo spazie
tempo d una varietd" ricoperta da un insieme di ca.rte in cui la metrica d di
classe C2. Possono esistere perd delle superfici di discontinuitd del tensore
metrico che limitano g ad essere globalmente di classe C o di classe Ci.
Consideriamo per ora il secondo caso ed ammettiamo che Ia metrica sia con-
tinua con le sue derivate prime attraverso E. La ! d una i,persuperfi,ci,e singo-
lo"rr: d'i ordine superiore al primo o boundary-surface.li7][6][20][13] Ar,'evamo
anche introdotto ia definizione di sistema di coordinate ammissibile come

2D'ora in avanti ometteremo I'indice 4 nel simbolo della derivata covariante quadridi-
rnensionale. La derir,'ata covariante sulla sottovarietd X sard sernpre indicata con I
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quel sistema in cui la metrica d di classe Cr. Per non lasciare il discorso ad
un livello astratto. d opportuno mostrare che un tale sistema di riferimento
esiste.

Teorema L3 Le coord'irtate rtormali d;i Gauss sono un s'istema di coordinate
am,missibile e garantiscorto la cottti,nuitd. della metrica e delle sue d.eriuate
prime attrrtuerso a D.

Per la dimostrazione supponiamo che I sia inclividuata dall'equazione

;r 'o : 0 (3.1e)

r  / f l  -  (  t t t rdove r' ' € {-r'r' lu-u..., che d rin sistema cii coordinate anrmissibile.

Siano ora {zp} cieile coordinate normali di Gauss tali che su D sia ri : r' i ,
con d: 1..3. Indichiamo con A la matrice di trasformazione fra i due sistemi
di coorclinate

L:/t, : Al r"

dovc A]1,, : 6i e Allr : 0.
Inoltre per le usuali legSii di t,rasforrnazione dei tensori si ha

g'u,'4 'Af, : !1so : €

(3.20)

(3.21)

dove g' d la metric a in {rt u} e .r7 invece d il tensore metrico ire coordinate nor-
mali di Gauss. Dalla (3.21) si deduce che z$ e y'{ sono uguali alle componenti
del vettore tangente alle geodetiche perpendicolari a X :

4: t 'P Af i l2 :  n 'P (3.22)

,4fi dunque nor) presenta discontinuitd perch6 il vettore normale d definito su
tutta la srtperficie X. I coefficienti Al sono continrii su X e questo d sufficicnte
per garantire la continuitd della metri* g; infatti vale

gp, : 9'p" APt' A!, (3.23)

ma tutti i tcrmini a secondo membro sono continui.
Restano cla considerare le derivate prime . Deriviamo la (3.23) :

0o gt , : (a* err) a:, 9,* * Al, @" Ai) g,_ + H, Ai 0o g,oo
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I,e uniche quantil d. che possono crea.re dei probiemi sorro re IsAt, in qnanto
130y n'. sono continue per ipotesi e le altre componenti sono tutte tangenti a
x. Il r,'ettor" 4 : l'p d tangente alle geocleliche normali alla ipersuperficie,
ouindi

+ l'# t'P t'o : 0

il che irnplica la u't,inuit,d ui 41r rr f ds . essenclo co't,inue per ipotesi le l,ft
lvla vale

:0,4#__u,4# (:\ .2i))

che assicura la continuitir di 0s.4 k..v.cI).
Il imane ora da calcolare la condizione di raccxrrckr pcr i tensori chc hanno
rina qualchc importanza in RclativitA Generalc. I'rima di prosegrrirc diamo
alcune notazioni : indichiamo con A,t+ raregione esterna a x e con ,4f quella
in le r r ra .  Anzr logamentesard  f  r  = f  lno*e f  = f  l t r  perc iascunafunz ione
/'. Definiamo infirre c:orr

l f  l : ] 'S (/ l,r*. - .f l '  .)
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dt't"

d"

dt'p _ d,,46
ds d,s

(3.26)

il salto che registra la fu.zione / .el passaggio attraverso a x.
ID coordinate norrrtali di Gauss - ecl in generale in qualunque sistema cli
coordinate ammissibile avremo I'importante conclizione[121

[l{i j] : o (3.27)

percir6 g € C'1.
I'a (3'27) catat,tervza tutte le superfici singolari di ordine slperiore al primo.
calcolando le (3.17a) - (3.17c)per M+ ed, M e tenenclo conto dcila (3.22) si
ricar.a

l&tl : l0o Koil
[&o] : o
[Rooj : € [Ao Kii] hij

(3.2lla)

(3.28b)
(3.2rlc)

che mostrano come le dlscontinuitd. delle derivate seconcle rlella rnetrica siano
presenti solo in Eo K;i e quindi solo in 0Z gri .
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Daile (3.18a) - (3.18d) si ottiene in maniera del tutto analoga che
tensore di Einstein attraverso a X d:

lGoi] : [Eo Kor] - 9;j g^" [0o K^"]

[G;oJ : 0

[GooJ : o

il salto del

(3.28)
(3.2e)
(3 30)

3.2.L Condizioni di Darmois e di Israel

Un caso particolarmente interessante d quanclo la rarietA esterna Ml cor-
risponde ad uno spazio vuoto con Tp' : 0, mentre all ' interno vi6 clella
materia.[1] [i1] Ilsternamerrle vale I'equazione

R[, :  o (3 .31)

Per garantire che X sia una sriperficie di separazione fra due geomet,rie dir.erse.
in II non si clor.rA avere Ri, :0 . La (3.27b) in particolare ci dice che il
tensorc 116 d contitmo attraverso X e quindi clor.renio richiedere coerenza frzr
Ia ipersuperficie e Ia regione esterna, o\n'ero

i ioolr : 0 R;s e C2 (3.32)

dove C,! indica la continuitd su !.

Un discorso analogo si pud fare per Grr. Il tensore di Einstein all'esterno d
nullo :

Gtr,: o (3.33)
mentre all'interno dovrd essere complessivamente divers<-r da zero. Le (3.29)

. (3.30) ci informano che Go, d continuo su X , cio6

G o u l r : 0  G 6 p € C y  ( 3 . 3 4 )

Le condizioni (3.32) e (3.3a) prendono il nome di condizioni di raccorclo di

Darmois.

IIna forma equivalente alla (3 34) si ottiene ricordando che in <n<>r<linate

normali gaussiane r.ale

G u r n . ' : G p o a , o : € C 1 $

e quindi

Gpolr : 0 <+ (Gu,n") lr : g

detta con dizione dti, raccordo tli Israel

(3.35)



3.2. I]OU,{DARY SUIIFi{CES oo

3.2.2 Condizioni di raccordo per il tensore energia rno-
mento

Nel precedente paragrafo abbiamo ottenuto le condizioni di raccordo per

il tensore di Ricci e per quello di Einstein nel caso particolare in cui la

regione esterna sia occupata da spazio vuoto. Mantenendoci nelle stesse

condizioni affrontiarno ora il problema di come incollare su E il tensore
energia-momento.

Fluido Perfetto Supponiamo che nella regione interna ,41 si trovi un

fluido perfetto con clensit iL p > 0 e che la superficie X sia di tipo tempo. Il

tcrrsore energia-momento dci fluidi perfetti sard.

T P '  :  ( p +  p ) u t ' u ' * p g P '

All'esterno vi 6 nno spazio-tempo vuoto e quindi vale la seconda condizione

di Darmois (3.34)

che equivale a

Glo l r  :  0

'[p"l1: 
[(p + p) u, u" + p gr"] l>: :  0

La (3.36) d soddisfatta se

(3.36)

(3.37)zo l l  :  o Plr :o
La sottovarietd di confine d generata da geodetiche di tipo tempo della regione

interna e su X Ia pressione del fluido d nulla.

L'esistenza di una metrica esterna d garantita dal teorema di Cauchy; infatti

le equazioni di trinstein arnmettono una soluzione almeno locale che soddisfi

le condiziorri (3.37).

Pcrlvere Consideriamo il caso in cui in L4- vi d della polvere in asserrza di

campo elettromagnetico. Il tensore energia-momento d

Tl" :  put 'u '

con p ) 0. Imponendo ancora la (3.3a) si ottiene

uo ls  :0

e ricadiamo cosi nel caso del fluido perfetto.

(3.38)
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Campo elettromagnetico
bensore energia-momento d

Se in ,44 vi sono delle cariche elettriche, il

,1,F, : I.({n +,t,(!,"t

clove'f(ir', d il tcnsore energia monrento dei fluidi perfetti (pud essere sosti-
tuito da queilo per ii modello a poi'ere) . T'(!^, d il tensore energia-momento
del campo elettromagn etrc.:o lrt" .
considerazioni alraloghe ai casi precede'ti portano acl avere

uo l ; :0  p l> :0

Bisogna perd irnporre un'ulteriore condtzrone: la continuitd, clelle equazioni
del campo elettromagrret ico

V pF-t'u l>:, : o

V1,F1*1 lr 0
(3.3ea)
(3.3eb)

Le incognite ora sono F r" e gt" neila regione esterna con lc c;ondizioni al
contorno individuate dalle (3.32),(3.39a) e (3.39b). Il problema cli Cauchy
d ben posto, dunque sono assicurate i'esistenza e i'unicitd. ,- almeno locale -
del prolungamento verso I'esterno.

3-3 rpersuperfici singolari del primo ordine
In natura oitre alle superfici singolari c1i ordine superiore al primo - descritte
nel parapgafo precedente - esistono sottovariet,A tridimensionali attravers<r
cui le derivate prime della metrica non sono piii continue: le i,per.supt:rfici
sinqolar'i del primo ordirr,e o surface lagers.t12]i4] Ricordaldo la definizione
di curvatura esterna, esse sono indi'iduate ,lalla lonclizio.e

[Koi] I o (3.40)

L'approccio di Lichnerovitz basato sull'esist,enza del sistema di coordinate
ammissibile - non d pir) utilizzabile perch6 ora le derivate prime della met-
rica non sono continue. Bisogna dunque seguire un'altra via e descriyere
le proprietd della ipersuperficie singolare abbanclonando ogni riferimento al
sistema di coordinate utilizzato.
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Indichiamo ancora con M+ d, A,t la varietd esterna e quella interna; Ie

loro metriche sono glr@1) e g.B(21) dove il*) " {"Ll sono due sistemi

di coordinate in M+ e M- indipendenti fra loro. Entrambc le va.rietd. sono

delimitate cla due ipersuperfici X+ e X con metriche lt'[o (€*) 
" 

h", (€ ) a"]:

(+ e €_ sono Ie coordinate relative a x+ e x-. Imponiamo che le ipersuperfici

siano isometriche

(3.41)
(3.42)

Le equazioni pzfametriche della ipersuperficie ora sono due , a seconda che

si cottsideri It[+ o I\[

'l : /f (€')

ii che porta aci indivicluare due basi di vettori tangenti

eill+ : 
W 

(3'44)

Questi vettori proiettano su X la stessa metrica

ll"j : g..t 
"inl"Ptil 

(3.45)

La (3.a5) ci dice che Ie due metriche quadridimensionali .96,ip sono continue

su X.
Il vettore normale fi aE supponiamo che sia diretto da Il'I- ad M1 e che

sia normaltzzato come la (3.7). Ricordiamo infine la definizione di curvatura

esterna

K;i : Y 1ni

3.3.1 Il tensore di Lanczos

Definiamo lI ten'sore di Lattczos corne

8rS; i : - lKui+k iLKi l

che equivale a

/ I \
f l {r)  :  -E" ( Soi -  ;k 'S I

Uz/

(3 43)

(3.46)

(3.47)
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II tensore ,9;3 d definito sulla sottovarietA D ed 6 il tensore energia momento
della ipersuperficie.[16] Per dare una giustificazione euristica a cluest'ulti-
nta proprietd, consideriamo Ia E come il limite di uno strato infinitesimo di
spessore 6. Siano ora 5'+ ed ,S le due superfici che delimitano Io strato.
Posizioniamo su S un sistema di coordinate normali di Gauss; I'equazione
delle due ipersuperfici sard allora

5 -  :  eo :0
q l  '  - o  -  .

Valgono inoltrr: le equazioni

1
Kn'j : 

tooo 
g"t | '

'r Rij : (" tt", + 1oKu - 1i Ktt + 2K:" K,,j) l+

Integrando le equazioni di trinstein attraverso lo strato si ha

(3.48a)

(3.48b)

f € f u / 1 \
I  t  Ro, --  

I  -a" {7,,  -  )s, i r  )  dro :  ( i .49)
J o ' ' J o \ 2 " " /

: Kiti - Kri * [' ( o,', - 11 Krj + zKf K^j) dro'r 
" Jo

Passando ora eLl limite E --- 0 , Kii \on rarierd, di molto all'interno dello
strat,o e quindi I'integrale a secondo membro si annullerd.. Paragonando ora
il risultato della (3.49) con la (3.47) si ottiene

r€
Si"i 

]tt / 
rii dro

E d.,rrq.,. ragionevole chiamare ^9;i il tensore cnergia momento della ipersu-
perfic:ie E.

Per ricavare le equazioni che descrivono la D bisogna ricordare Ie (3.13a)
e (3.13b) <:he qui riscrivo

-2eGopn"nB :  3R+ Ki iKi i  -  K2

C ^ o e \ , n 9  :  K | , . -  K ,
\ L I  X I J
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Sostituendo queste equazioni in quelle di Einstein e facendo Ia differenza fra
la parte relativa ad I\1+ e quelia relativa aA M- si ottiene

(3.50a)

(3.50b)

.love K1, : i ln',, + Koil.t23ll22ligl

3.3.2 Ipersuperfici singolari del primo ordine di tipo
luce

Per concludere la trattazione clelle superfici di discontimritd, bisogna ancora
affrontare il caso in cui la D sia una ipersuperficie di tipo luce.Ii4][5] In questo
caso Ie relazioni individuate nel paragrafo precedente non sono pir) r,alide in
quanto il vettore normale d, a E risulta essere tangente alla srrperficie e la
curvatura esterna non reca alcuna informr,zione della geometria esterna.

Introducianlo un uettore trasuersule N alla D. Per assicurarci che 1V+ :
,fr- richiediamo che la loro proiezione l{" : fi. d" 

"u 
I sia identica

tot k;i : [T*nPn']

stn,,:  -Vr," lrr""f

Nr" l " l1*  :  wue("y l

Il prodotto scalare di lV con il vettore normale n d diverso da zero

N. r i : t t  1 lo  (3 .b2)

dovc 17 I e una frrnziolre delle coordinale {t clella srrperfi<.ic.
Facendo la trasformazione

A' --- ff' : N + tr" (€) 
"-"

(3 .51)

(3.53)

(3 54)

la (3.52) non si modifica perch6 abbiamo compiuto una traslazione tangen-
ziale su E.
Introduciamo ora Ia curuatura estento" trasuersale

YoN : Bb e'6

che risulta un tensore simmetric<r. infatti

Boo : B|huo : Btda."-u : (V"nl) au

:  - - f  V"  do :  - r t  V6do:  86o

(3.55)
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La curvatura esterna trasversale non d indioendente dalla scelta del vettore
^ t  .  ?  , , .  ,  ?
N, infatti compiendo una trtrsformazione (3.53) , 8o6 asSurre la forma

Bh:  Bo6-  t r " f . , .b

La (3.56) mostra anche che la curvatura esterna trasversale non si trasforma
come un terlsore tridimensionale. I simboli di Christoffel inoltre potrebbero

causa.re qualche problema sulla continuitA , ma questo non al'viene perch6

essi coinvolgono le derivate tangenziali clella metrica , che sono continue

attraverso l.
Se consideriamo

1 ' , ' n :2 lB "b ) ( .1 .o /  J

7ou sard un tensore tridimensionale e sard anche indipendente dalla scelta del

vettore t/ . A partire d^ Jnt possizrmo anclre costruire un tensore quadridi-

mensionale

'\ 
y, el"1e(,1 : n,nh

che ci permette di ot,tenere il tensore enerp5ia momento della I di

L6rr1- t Sr' : 21fu ,r") - ^1 ntl n' + i gP"

dorre ?! :1-1" n, ,  i : . lFTLp ,  - l  :  ^ iP'gp,

E da notare che il tensore ,9p" viene calcolato o it M+ o in M-
posso costruirmi anche il tensore intrinseco alla E

S"b el"1e"6 : SF'

che sard espresso in funzione di 7oo.
La t,rasformazione (3.58) lascia 7,,, indeterminato, infatti vale

^t'L, -- 1 r,, + 2)'g,rtv1

dove )p d un qualsiasi't 'ettore quadridimensionale su I. La (3.61) e Ia (3.58)

ci permettono di dire che Sob dipende solo da ?oa e non da eventuali termini
derivanti da .\, .

Bisogna ora costruirsi un metodo per innalzare gli irrdici, in qrianto la metrica
ho6 d degenere e la sua inversa non 6 definita. Scomponiamo il vettore ri

r ispctto al la base obl iOua{A' ." ' "}  ,

(3.58)

tipo iuce

(3.5e)

Noto ,SP"

(3.60)

\ J .oo /

(3.61)

(3.62)nP : I" elo)
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e costruiamo la metrica inversa hib che soddisfa I'equazione

I t ' l  h e i : 6 ;  -  t 7 1 ' A ' 1  ( 3 - 6 3 )

E da notare pcrd che h'l d tlefinita a meno cli una trasformazionc

lt '* i i  -  hi i  + 2A/ I t

in quant,o h4ilr :0 ( relaziorre che si ott,iene moltiplicanrlo la (3.62) per e'6 e
ricordando che fr,. e-a : 0 ).
LIna volta specificato il metodo per innalzare gli indici. si pud ottenere il
legame fra ,9"b e 1'oo

r6rq lSe : [n:'Ib ld + t" rhb.d - lt,ib f P - I" lohiof t,,o (3.64)


