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Capitolo 2

SOLUZIONI ESATTE

La Metrica di uno spazio-tempo soddisfa Ie equazioni di Einstein

Rr, - 
|n*o 

:8trGT1,,, 12.L)

dove Tr, 6 il tensore energia impulso e in generale risulta essere del tutto
arbitrario. Si definiscono soluziorti esatte deil'equazioni di Einstein gli spazi-
tempo (lt[, g) in cui le equazioni di campo sono r,'erificate e dove il tensore 7r,
soddisfa una delle condizioni sull'energia. In particolare si possono cercare le
soluzioni per uno spazio vuoto (Tp, :0) , per un carnpo elettromagnetico,
per un fluido perfetto ed evntualmente per uno spaziotempo contenente sia
un fluido perfetto, sia un campo elettromagnetico.[15]

Data la complessitd delle equazioni di campo conviene ricercare le soluzioni
esatte a simmetria sferica.

Esiste un sistema di coordinate per cui una metrica che sia a simmetria
sferica assume la forma

ds2 :  -F  ( r , t )  d , *  +  2E ( r , t )  d td i  .d , i  +  D ( r , t )  ( r  .a#)  *  C( r , t ) (dq '
(2 .2 )

r l uo o v e  r : 1 / r , r
Passando a coordinate sferiche polari

t r '  :  r s i n d c o s r p

1 2  :  r s i n d s i n r p

t rS  :  rcos0
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si ottiene

ds2 :  -F ' ( r , t )d*  +2r lN( r , t )d td . r  +12D(r , t )d r2  +  (2  3 )
- tC( r , t )  (d rz  +  r2c l021r2  s in2  1dp ' )

che possiamo scr i 'v,ere r idef inendo EQ,t)  :  rE(r, t )  e i )(r , t ) :  r2D(r, t)  *
C(r,t). Per semplicitd. di notazione si omette la tilde nel nome delle nuove
funzioni.

Si procede a fissare il sistema di coordinate.
Per la parte spaziale si imponc

F : r-JCGA

da cui si ottiene - omettendo Ia tilde nel nome delle nuove coordinat,e -

ds2 :  -F (r .  t )d* + 2E(r, t )dtdr I  D(r, t )dr2 + r2 (a02 + sin2 0d,p2) Q 4)

La conclizione che fissa la coordinata temporale elimina il termine misto:

dt '  :  q(r , t )  IE (r , t )  -  F (r , t )  dt ]

dove q(r', f ) d una furrzione che rende il secondo membro un differenzia,le
esatto. La metrica risulta essere quindi

rls2 : -B(r,Ddf + A(r,t)d.r2 + 12 (a02 * sin2 oap') (2.5)

dove abbiamo omesso gli apici alle nuove coordinate.

2.t Soluzione di Schwarzschild

La soluzione di Schwarzschild d una soluzione esatta che soddisfa le sep3renti
ipotesi:

I spazio vuoto
2 simmetria sferica

3 stazionarietd, ov-ycro ogni componente gp, deLLa metrica d
indipendente dalla coordinata temporale

4 assenza di campo elettromagnetico
5 curratura nulla al limite r ---+ oo
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Aggiungendo I'ipotesi 3 alla (2.2),la (2.5) diventa

ds2 : -B(r)dt2 * A(r)dr2 + 12 (a02 * sin2 1d,p') (2 6)

l,e ipotesi 1 e 4 si traducono i\ Tt'" : 0. Le equazioni (2.1) diventano cluinrii

I
Rr, -  

2gu"R: 
o (2 7)

Fbcendo la traccia della (2.7) si ottiene cire

.R :0

percid Ie equazioni di Iiinstein assumono Ia forna

R t ,  : 0  ( 2 . 8 )

Dalla (2.6) si ottengono }e componenti della metrica

gn :  -  B(r)  f l t  :  A(r)  9zz :  12

g s s :  1 2 s i n 2 0  g r r : 0 p e r  p l u

d o v e r o : t  r t r 7 : ' r "  r a r . 2 : 0  , : x 3  
-  p .

1I tensore metrico inverso ha componenti

g N  :  - B  t ( r )  g t l  :  A - t ( r )  g 2 2  -  r ' 2

g3t : r-2 sin-2 0 gtr' : 0 per lt I u

Si ricavano ora i simboli di Christoffei secondo I'equazione

I
Uo: ,suo 

(0"s"0I 1pg'o -  Eogpu)

[,e uniche componenti della connessione non nulle sono]

f[ : iA'A-t f]e : -.4 1r sin2 0 flz : fle : cot g0

l?z:13, : r-t f?s : f3, : 
" 

t Itr : f?o : |n' g-t

fh : |B' 1-r f3g : - sin d cos d fiz : -rA-r

lsi sottintende che A':4! eB':#
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Dalla (1.16) si ricava, contraendo il primo e il terzo indice. che

Rr,, : o,t\r- o^li, + ry^f)" - f;,|i" eS)
sostituendo le e-spressioni ricavate per i simboli di Christoffel, si ottengono
gli unici tensori di Ricci non identicarnente nulli:

Roo : .#- #(+. #) . f^ (2,0a)
n,, : -#. #(+. #) . # (2 10b)
R,, : *r - h,(+ +) - i (2 ,0c)
frr, : sin2 0R22 (2.10d)

Uguagliando a zero le (2.10a) - (2.10d) si ottengono le ecluazioni (2.8).

Calcclando quincii

d  ( B r )  h ,_F:rB,*B:r

f r r r  ,?oo I  (A '  8 ' \  n
A* B:  * rA\7*E):"

si ha

A B :  c

Sul contorno (r ---' m) Io spazio deve essere piatto per I'ipotesi 5, quindi la

metrica - al limite' coincide con quella di rv'Iinkorn'ski :

I* a(') : I* B(r) : 1

da cui si ricava che ia costante d unitaria:

A(r)  :J ,  (2.11)
B(' ' )

Sostituendo quest,o risultato rn R22: 0 si ot,tiene

Rzz :11- rB ' -B :0

ovvero
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da cui si ottiene

B(r)  :  I+L

dove k € una costante da determinare.
Poich6 le equazioni di trinstein valgano al limite non relativistico cleve

essere

9 o o : 1 + 2 Q  ( 2 . L 2 )

dove iD d il potenziale gra','itazionale nernt,oniano

Q : - fuIG
1-

Sard, quindi

da cui risulta la Soluzione rJi Schuarorlnr|

d,s2: (-ry)ou - (-ry)- '0,, - r2 (d02*sin2 vd,p,) (2.r4)

2.2 fl Teorema di Birkhoff

Ci si pone ora il problema di trovare la soluzione esatta che soddisfa alle
seguenti ipotesi

1 spazio vuoto
2 simmetria sferica
3 assenza di campo elettromagnetico
4 curvatura nulla al limite r ---+ oo

E' stata cio6 tolta dalle ipotesi di Schrvarzschilcl I'ipotesi di stazionarietA.
Ripartiamo dalla (2.5)

ds2 : -B(r,rd* + A(r,t)dr2 + r2 (a02 * sin2 edpt)

(2 .13)
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e rlcavlamo le componenti del t,ensore metrico:

9 n  :  - B ( r , t )  
9 n :  A ( r , t )  9 z z :  r 2

9 s s : r 2 s i n 2 0  g t , r : 0  s e p f  u

Le componenti del trnsore g-1 sono:

gN :  -B  l ( r , t )  g "  :  t l - \ ( r , t , )  q22 -  r  2

g33 :  r '2 sin 2 0 gt,u :( l  se t j  + u

a questo punto si ricar.ano i simboli di Clhristoffel2:

fi, : +A 
tA, fl, : * A-1rsin2 0 fl, : fl, : cotgl

fio : |A 
18' f?o : f3r : trn 

, n, l7z: l3r : r 1

4r : f l r : "  t  l l z : * rA-1  f3 r : - s ingcosd
f?r :  |n ' rA f f lo:  +B 

'B f io:  f6r  :  | ,+ r ) t

Come visto nella (2.9) , il tensore di Ricci ha componenti

lloo : + 
8" A', B', B', 8',2 A At AR
2A- 4R + ,A-  4AB- zA+W*f f i  (2 .15a)

/Jrr : -8" 8',2 A',B', , A', , A AB A',
28+ 4Br+ 4AB+i+ *-  * i -  ^*  

(2.15b)

D  , r  I  r A  r B ,
t r . ) ' )  T 1  -  -

A 2A2 2AB
fiss : sin20R22

4
fior : =

I 'A

Confrontando con le (2.10a) (2.10d) vediamo che le espressioli coincidono
tranne per i termini in pit che contengono derivate prime e seconcle rispetto
al tempo di A e di B.
Usiamo ora le equazioni

Rp, :o

(2 .15c)

(2.15d)

(2.15e)

,a=# g:# A:# B:W
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In particolare

A :0

risultato che sostituito nella

lloo 1lr r
B  

*  
I  

- - '

dd, come nel caso di Schw-arzschild

. 4 - -  
L

B

In conclusione) pur non avendo \poltzzatcl la stazionarictA, si ottiene una
soluzione indipendente dal tempo e si rientra nel caso di Schwarzschilcl con
la metrica (2.I4). Abbiamo dimostrato ii

Teorema lO un campo grauitazionale a simmetria, sferica nello spazio uuo-
to A necessariam,ente sto.zionario e Ia m,etrica che lo descriue i. luella di
Schwarzschi,ld

2.3 Singolarite

La metrica di Schwarzscliild

/  o n t

ds2 :  -  ( t  -Y\  oU *  ( ,  -?g)  
'  
0 , ,  *  12 (drz*  s in2 od; , )  (2 .16)

\  r /  \  t ' 1

presenta due singolarit,d: una in r : 0 , ia seconda rn r : 2M. La prima
d una singolaritd effettiva, mentre r : 2x,1 d spuria in quanto dipencle clal
sistema di coordinate.
Per valutare le differenze tra i due punti consideriamo un osservatore - con
relativo sistema di coordinate ortonormale -- in caduta libera sullla sinqolar-
itd.

29

A
n o l : , : U

r,.l
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La sua traiettoria d descritta dal]e eouazioni

SOLUZIONI ESATTE

(2.I7a)

JF + Jzu
* c (2.17b)

.,/i - J2M

(2.20)

dove r d il tempo proprio.
Invertendo la prima relazione si e.sprime r in funzione cli r , mentre invertendo
Ia seconda si ottiene r dipendente dal tempo coordirato t . Dalle (2.r7a) -

(2.17b) ricaviamo

r+c
I
a - (2 .18a)

(2.18b)

, ^ ) ,  -  ( t  -  z ^ t l i  s1  , , : ,  -  ( 1  -  zu1  t r  n' :  ( t  -  = i ) ' a r  - '  :  | \ I  - ; )  " d r

ao : rd? r ')Q : rsin1dp

Le componenti del tensore di Riemann sono

(2 le)

Rr , r , :  -T  Rasop:  ry
Rnn:  Rrr r r :  #  R s ,o:  R, ,p ,p :  -#

ed d facile osser\rare che il raggio cli Schwarzschild d raggiunto in rrn lasso
finito di tempo proprio. mentre d necessario un tempo infinito se si nsa f.

Per valutare se r :2M d una singolaritd effettiva, si calcola il tensore di
Riemann nel sist'ema di riferimento dell'osservatore. Prima perd d opportuno
considerare un Sist,ema a riposo, individuato dalla ba^se ortonormale

2I,I

:  lac exp (#)

1"

nr
?-

2it[

Le altre component\ di Rprpo sono nulle, eccetto quelle che si ottengono per
simmetria dalle precedenti.
Per passare ad un sistema in caduta libera si applica una trasformazione di
Lorentz al sistema a riposo, con una velocitd

/  ztr,t \ i
\ ; /

, , ,  -  (g , , ) i  d , '  :  ( ,  _  2 I l )  
' t  

y  :  _
( - g , , ) t d ' t  \  r  )  d L
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Se ricalcoliamo le componenti del tensore di Riemann otteniamo di nuovo Ie
(2.20), da cui si nota subito Ia loro non singolaritd, per r : 2M . La situazione
cambia se consideriarno il punto r : 0 , dove le (2.20) sono effettivament,e
singolari.

Ritornando alla forma della metrica, d facile constat,are che per r : 2l\,[
il ruolo delle coordinate t ed r si inverte; infatti per r > 2A,[ il vettore 6/Et
d di tipo tempo ( gt < 0 ) e }lEr di tipo spazio ( g,, > 0 ) , mentre per
r <2M la si t rrazione si  inverte.
Se r : 2M gtt tende azero e g,,. all'infinito. L'annullamento di 92 sugg;erisce
che Ia superficie r :2\,[ - che a prima vista appa"re ]dimensionale - sia in
realtd bidimensionale; infatti calcolando il volume della ipersuperficie si ha

t i

J. =rn, l9t t7eo9ssl t  
dt  ag de :  o

La divergenza dt g,, invece non inrplica che Ia superficie r : 2lll sia infini-
tamente lontana dalle regioni circostanti di spazietempo. Se a tal proposito
si calcola la distanza propria di un punto da r : 2M si ricava

che assume ralori finiti per 0 < r < cc'.

2,3,L Coordinatelsotrope

Un sistema di coordinate in cui si esprime spesso Ia metrica di Schwarzschilci
d quello isotropo. [19] La forma di una metric.a a simmetria sferica in queste
coordinate d

ds2: -c(p) dt2 + D(p) lap'+ p2 (d02 *sin2 oae')) (2.21)

Per determinare le trasformazioni che legano le coordinate Isotrope a quelle
curvilinee, d necessario calcolare Ie funzioni C(p) 

" 
D(p). Clonfrontando la

metrica (2.2L) con quella cli Schwarzschild si hanno le equazioni

12 :  D(p)p' (2 .22a)

(2.22b)

[ ,  b,, l+:{ 
[ ,( ' ' -  2M)l+ +z^II" l(#-r)++ (#)+l r>2]tr

Jrr ' "" '  
-  

| -zrr . . t - ' i ( -o_")+]  
-  /e l r - r ) l+ r<2ttr

(,-'+)'o,': D(p) dp'
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Ricavando D(p) daila (2.22a). sostituendo nella (2.22b) e integrando si ha

infine

1p:t l,-m+

r-2: p'(r.#)^

(2.23)

(2.24)

si noti che la trasformazione d valida solo per r > 2l\'I quindi le coordinate

isotrope non ricoprono tutta la va.r'ietd ma 
"olo 

la regione r > ZX't , (p , t)'

Elevando al quadrato la (2.23) si ottiene

Andando a sostituire quest'ultima nella metrica di schv'arzschild, si ricara

la metrica di Schwarzschild itr coordinate isotrope

(2 25)

Dalta (2.25) si nota che la coorclinata radiale p non d il raggio effettivo; questo

infatt i  d dalo dal la (2.24).

2,3.2 Coordinate di Eddington-Finkelstein

come abbiamo visto nel paragrafo precedente per r : 2lvl lo spazi+tempo

non € singolare e <$rindi le coordinate curvilinee (r,t,0,,p) non ricoprono tutta

la varietd.. Per eliminare Ia singolaritd spuria generalmente si costruisce una

estensione della *regione singolare" , cio6 uno spazio-temp" (lf ,O) ,.eoto'"

che contenga come suo sottoinsieme ia varietd di partenza'

Prendiamo in esame le coordinate di Eddington-Finkelstein.

Le geodetiche di tiPo luce sono

dsz  :0 (2 26)

si introducono Ie coordinate ll 
" 

v che paramet'r\zzano le (').26) in entrala

o in uscita dalla singolaritd,. Nel primo caso I'equazione delle geodetiche

diventa

d,s2 : (Tfl' or+ (r + X)^ Lap'+ p'dtt')

-1

r2 - 2Mr)

V : t l r * : c (2.27)
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dove r* d legato aile vecchie mordinate dalla relazione

r*  :  r  +2M r" l - I -  -  r l" lztlt 
- l

La metrica di Schwa.rzschild assume allora Ia forma

d,s2 : - ( t - ' t) at2 +z dir dr +r2 d'Qz
\  r /

I S" consideriamo i fotoni che escono dalla singolaritA, I'equazione deile geode

tiche diviene

U: t - r ' : c

:13

(2.28)

(2.2e)

(2.30)

e la metrica d

d.s2 : - (t  - 21v1) 
di '  -  z alr ar + r2dl2 (2.31)

\  r )

Invece di usare i  due sisremi (t.  , .e,g) 
" (f  t .  ,  0.e) si pu<) costrrr ire

un nuovo insieme di coordinate sruttando solo U 
" 

V I-,e relazioni con le

vecchie coordinate curvilinee sono

(2.32a)

(2.32b)

e la metrica assunle Ia forma

, ,  ( '  
" \ouav+r2dn2 (2 .33)ds - :  -  

\ r  
- ;  

)

Utilizzando Ia relazione (2.28) si pud scrivere I'equazione

( t , -u :  / -+ \  / r  . \  / r  \
".e [ 4#J 

: ""o \* ) 
: l* 

- 1) exP (*)

e costruire un'ulteriore coppia di coordinate

-h) (234a)

) 
(2.34b)

v - l l  :  2r*
V+U :2t

rL: -exp( #) :-(#-,)t""r(#

6 :.*(#) :(h-')+",.'(# *h
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(2.35)

E' faciie osservare che per r :2L,[ Ia (2.35) non d singolare.

Si noti inoltre che r d ancora definito dalla relazione .1zrr2 : areu dellu

superfi,cie, ma ora cleve essere pensato come corne una furrziorre rli Z e cli

( f i  -  r)  ""p (#):  - i 'z (2.36)

(2.38)

Le mordinate (fr. d) che parametrizzano Ie superfici di tipo Iuce in entrata eci
in uscita. sono di tipo luce I

2.3.3 Coordinate di Kmskal-Szekeres

Le coordinate di Kmskal-Szekeres utilizzano due c'oordinate (2, u) di tipo
tempo e di tipo spazio al posto delle (0, d) di tipo luce deile coordinate di

Eddington-Finkelst ein :

aa
An' Ai 

: 9t'a : o

aa
Ait t"^^ 

: 9" : o

l r  , f i  l r  \  , ( t  \
\zu 

- rJ - exr \* )." 'n (n, I  
(2.37a)

/  T  r *  /  r ' r ,  /  t  \
( rn ,  -  1) '  exn 

l * )s inh (  *  )  
(2 .37b)

cosi che

, ) , ,
d"Lt '  -  CIU- :  CI l t  dU,

La metrica assume la forma

d,E2 : (Uy)"*p (- h) eo", + d,,7 + r2d,e2 (2.8e)
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Sebbene la (2.39) sia regolare
(2.37b) diventano immaginarie
per r > 2M.
Se ci spostiamo all'interno
(2.37a) mn

35

2L'I , Ie trasformaziori (2.37a) -

2M. Esse dunque sono valide solo

raggio di Sciru,'arzschild bisogna sostituire le

per ?- :

p e r r <

Nelle mordinate di Kruskal-Szekeres la singolaritd r : 0 d posta rn 1)2 -'LLZ :

1, relazione che porta alle clue superfici

r ,  :  i r+rr ; i
r ,  :  - ( r+zz; i

Inoltre se consideriamo r > 2I'I essa corrisponde u u2 > t,t2; la regione
all'esterno del raggio di Schn'arzschild d dunque

u

u

La causa dello sdoppiarsi deile proprietd, metriche di Schwarzschild va ricer-
cata nel fatto che le abituali coordinate non ricoprono tutto lo spazio.tempo.

Si noti inoltre che le equazioni (2.37a) e (2.a0a) ricoprono i quadrant i u > lul
(/" quadrante) e tr > lzl (/1" cluadrante) , mentre se ralgono le disuguaglianze
inverse esse non sono pit valide. Si pud dimostrare allora che gli ulteriori
due quadranti sono ricoperti da altre coordinate di Kruskal-Szekeres, legate
a quelle curvilinee dalle equazioni

u : (t - h)+ .*r(h) .i,,r,
/ -  ? '  r *n : lt - z,v/ ""r(ft)."'r-,

u : - (rM - r)t "*r (;fi) .",r.

L, : -&-t)t"*n(ff) .i"r,

(h)
(#)

(h)
(#)

( )  AOt \

(2.40b)

Q.ala)

(2.41b)
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per il /1/" quadrante. e

u :
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(2.aza)

(2.42b)

(2.43)

""n (Ufi) 'i"i'

""n (;fi) ."r,
per il .{I/' quadrant,e.

Le trasformazioni inr,'erse sono

/  t '  . \  /  r '  \  r  ,
(z ,v  -  1 /  exr  

\m )  
:  42  -  111

/ t \

\ * )

(h)
('-'+)'
('-+)'
\ , /

t  -  4 i } l t a n h - t ( ; )

t - 4ttI tanh ' 
(;)

I  ,  I I I

I I . IV

(2.aaa)

(2.44b)

Le equazion\ (2.43) - (z.Mb) rivelano che le regioni r : costanfe sono iperboli
con asintoti u : f tr e che le t : costo.nfe sono linen rette passanti per
I'origine.
Infine le geodetiche di tipo luce sono rette inclinate di 45" , proprio come
nel caso di Minkou'ski. perch6 vale Ia condizione du : I du , che garantisce
ds2 : 0.

2.4 Soluzione di Schwarzschild interna

La soluzione che cerchiamo deve soddisfare Ie seguenti ipotesi:
1 fluido perfetto
2 simmetria sferica
3 stazionarietd
4 assenza di campo elettromagnetico

Consideriamo percid una regione sferica di raggio rs al cui interno si trovi
un fluido perfetto con pressione p e densitA p dipendenti solo da r.I1 tensore
energia momento da utilizzare ( ipotesi 1, 3, 4 ) sarA

T ! ' :  ( p0 " )  +  p ( r ) ) upu ,  *p ( r ) g r " (2.45)
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k ipotesi fatte ci permettono di partire ancora dalla metrica (2.5) per ri-
cavare i tensori di Ricci (2.10a) (2.10d). Scegliamo le equazioni di trinstein
nella forma

Rt, : *S;rG (rr, - 
|n*r)

che rilette secondo le (2.10a) (2.10d)e (2.4b) danno

B,  /  A '  B ' \  B '
U(Z*A)*A:  rnG(Pr3P)B

#(+.+).#: 4'lrG(p*p)A

8,,
2A-
B"

(2.46)

(2.4e)

(2.50)

-28 -  
1B \7-E

Q.aTa)

(2.47b)

(2.47<:)

(2.48)

Calcoliamo

Bisogna ancora introdurre I'equazione dell'equil'ibrio i,rlrostatir:o che siottiene
applicando la

V r'fq" : 0

al tensore energia momento dei fluidi perfetti; il risultato d

B' ) n

1-;(#-il I: 4,rG(p-p)A

I - SrGp

finito d

2GI,t(r) l  '

"l

E:  
-  

p+ p

Siamo ora in grado di andare a ricavare le funzioni A (r) e B (r).
la quantitd.

/irr , R, noo At 1 1
ZA+ "  +f r : *  **  , -  Ar2: -8t rGp

che pud essere riscritta come

( r
\7

Una soluzione con la condizione

A( r )  :

l -
t -

,'l (0)

t
I

l1 -
L

(2 .51)
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con3

f '
Ivt (r) : 

Jo

Possiamo ora sostitutre la (2.52) e Ia

i , [ "  2GAI ( ' )  l [ ,  rp '  I- l+11-  l l i - - - ' - l+
L  r  J I  p+ t ) )

che si riscri\€ come

-r'l ?) : GIvr (")p (r) ft * 4?l [t *
L p \ r ) l  L

CAI'IT-OLO 2. SOLUZrcI{I ESATTE

4trr '2 p (r ')  dr '  (2.52)

(2.48) neIla (2.47b) per ottenere

GM ( r \
: 

- 4trGprz : -4trG (p - p)r'
7"

- Inrsp( ') l  [ ,  2G M (") I  
'

/v(d lL'- }. l
(2.53)

Sostituendo cluest'ultima nella (2.48) ot,teniamo

B'  2 ( :  ,  , r  [ .  ^GAI  0 . ) ]  
r

E:; [ ,u1ry *4rr.3pt")J 
l r  

-  =#]

L a s o l u z i o n e ,  c o n  B ( o " )  : 1 d

(2.54)

(2.56)

(2.57)

B (r) :*, 
{ 
- 

I.- 
'# 

f* e) + 4trrrp (,)llt - zcU el] '*} 
(2 5b)

Di particolare interesse d il caso in cui

P  :  po :  coStAnte

perchd - oltre a caratterizzzre una stelia statica con densitd costante per-
mette di ottcnere una soluzione esatta alle equazioni di Einstein.[1S][21]
Sostituendo Ia (2.56) nella (2.511) si ha

-3/ (,)

3 , < r o

[.pu + p (")] [po + 3p (r)]
:4rr[t-*?d]



Intgrando ora dalla superficie della stella - dove p : 0 verso l,int,erno, siottiene

! ( )+po _ f3-srcporSl+sp?)+p: l i -8rchrr1 Qsz)
, Ricaviamo lap (r) da quest'ultima equazione , ricordando che p(r : SIII I @trr[)

p(,)- lt | ['-+l'- f' -*F]+ )=-t,rr3 
l  |  {z.sx)" l. ft - - '#t] ' - r lt - Tl' )

La funzione,4(r) si ricava immecriatamente ponendo p: ponerla (2.50):

.4(r) :  Yt 
* z\rc"l  '

i ;;--1 (z so)
mentre B (r) si ottiene sostituenclo la (2.5g) nella (2.54) :

B(r)  :  l l t ( t -2^tG)+-  / '  -2AIGr2r*12oL\  , ,0  /  
- ( t - -_;g ' - - )  

|
In definitiva abbiamo che la metrica - con ra condizione di densitd'- assume la forma

2.5. SOLUZIONE DI ROBERTSON-WALKER

[,('-f )'- -*#);l'oi,* (z6r)

(2 .60)

uniforme

l t
[ '

d,s2 : I
4

l r -z tv tGr .2 l -1
t--- ] 

or' - r2 (do2 * sin2 eap')

La (2'61) dla soluzione di, Schuarzschikl ,interna e descrive lo spazio intern.ad una stella static:a con clensitA costante.

2.5 Soluzione di Robertson_Walker
La soluzione di cui trattiarno ora deve verificare le seguenti ipotesi:

1 fluido perfetto
2 spazio massimamente simmetriro
3 assenza di campo elettromagnetico

Iatroduciamo ora il principio Cosm"ologico
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Proposizione 11 ad un'istante fissato I'uniuerso A omogeneo ed'isotropo su
Iarga scala

L'isotropia su larga scala impone che, fissato un qualsiasi punto P dell'uni-
verso, una generica trasformaz\one che fissi P Iasci la metrica invariante: una
qualsiasi pseudorotazione d una isometria.
L'omogeneitd su larga scala richiede invece che qualsiasi pscudotraslazione
sia un'isometria.

In un universo puramente spaziale (r : costante) a Lre dimensioni, esistono
tre pseudorotazioni e tre pseudot,raslazioni indipendenti, or,-l'ero

t t ( n * 1 )  
: 3 . 4  _ ^' z  =  

2  
:o

Il Principio cosmologico porta quindi a concludere che I'unit,erso d uno spazio
mass'imamente gimnt etrico.
La metrica dell'universo d cruindi

(2.62)

Occorre perd considerare anche la parte temporale della metrica ed uscire
dall'ipotesi t : to. Vale a tale proposito il seguente Teorema

Teorema 12 Sia N una uarietit ed IuI un suo sottospazi,o ma.ssimamente sint-
metrico. Siano {u'} Ie coordinate relatiue ad M e f le restanti coordinate.
La metrica di N assumerd.la forma

ds2:o'lor'-rW]

ds2 : 9"u (u) du"dub + f (u) 9i1 @) d,u,d,ui

Nel nostro caso sard. quindi

d.s2 :goo (r) d.t) + R" (t)lor, n rg ', i l:1 
e.64)

L r -Kv ' l

Con un opportuno cambiamento di coordinate 6 possibile ottenere

(2.63)

gm ( t ' )  -  -1



2.5. SOLUZIONE DI ROBERTSON-WALKER

Si ha cosi la canonica espre.ssione della metrica di Robertsott-Walker

I r --' -r- 'r2 I
d ,s2 :  -dL2 + R2 ( t \  ldr , '  +  k \a 

aa)  
|' r r  \ " / L * v  ' " 7_kaz )

o in cooerdinate sferiche polari

4L

(2.65)

d.s2: -dt2 + R'( t ) l :+ +, 'aa' ]
L L - K T '  l

(2.66)

La metrica cosi ottenuta d una metrica comobile perch6 permette di consider-
are I'universo come uno spazio con geometria inrariante, a meno della scala.
E' p"t questo che ,R(f ) si dice Futtore rli satlo.
Dallo studio del red-shift si ottiene che R(t) > 0 . L'universo ha quindi
la geometria di S" (k : 1) di I{^ (k : -l) o di .R" (k : 0) in continua
espansione.

La metrica di Robertson-\\'alker d stata ottenuta senza i'uso delle equazioni
di Einstein. E quindi necessario verificare che la (2.66) sia effettivamente una
delle soluzioni cercate.

Ricaviamo innanzitutto Ie componenti del t,ensore met,ri<p

9oo: -I 9u: 0 9u : Pzrt) 1oi(i)

dove

0 t :  ( t  _  k r2 ) " t  gu

Si ricavano ora i simboli di Christoffel:

ryj : Ritfru

f i z  
\ x i l t n  

=  r  A  ^  r  i r
' k j  :  

;9  
" "  

\ox9t i  *  d1lx t  -  Qgi*)  :  L  jL

da cui si ottengono l" 
"o^ionenti 

del tensore di Ricci

p3 i
rqxt - 

fi

&i:  - (*o+2R'+zrr \s , ,
\ /

Il modello utilizzato per I'uni'u'erso su larga scala d lo stesso che viene usato
per i fluidi perfetti. Questo fatto porta a due considerazioni:

:  T2  Asz :  12  s \nz  0

R
ni  -  ' "  r i' o j - E " j

Rs:0



CAPIIOLO 2.

r lo studio fatto finora sull,universo ha valore
perfetto

SOL(IZIONI T'SAI'TE

per un qualsiasi fluiclo

(2.67)

(2 68)

indipendenti perch6

o per completare le equazioni di Ein.stein possiam o rtrfizzare il tensore
energia momento dei fluidi perfetti

Inquesto casop :  p(t)  e p :p(t)  .  Inottre si  ha che uo :  I  I f  :  0.
Contraendo (x)n qpu le equazioni di Einstein , si ottierrcJ

Chiamando

Rt, :src (1. , , , - |n*r ' )

St r :T r r_  
) nu r ,

^1
566  :  

, ( a+sp1
&o:o
stj : 

|f, 
- p) R'io,

Sostituendo quanto ottenuto nelle equazioni di Einstein si ottiene cire

R,1
R 

: -inc (o + sP1

.  . 2
R K-R
E+t  A,  

:4 t rc (p-p)

non sono perd funzionalmente
Bianchi

d (R'p)
E :  

-3PR2

Possono percid essere unifirnte ne,, Equaztone di Frie.mart
. 2

:" 
*o:Too'

qT =  T , , , ,ou '

si ha che

Le equazioni ottenute
legate dalle identitA di

(2 6s)
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2.6

S O L U Z I O N E DI JiETSSNER-AIORDS T-R OM

Soluzione di Reissner-Nordstrcim

43

Calcoliamo ancora una soluzione che risponde alle seguenti ipotesi:
I spazio vuoto
2 simmetria sferica
3 stazionarietd
4 presenza di campo elettromagnetico

L'ipotesi 2 ci permette ancora di utilizzare corne punto cli partenza la metrica
(2.5) che, corretta con l'ipotesi 3. diventa

dsz :  -B (r)  dt2 + A(r)  dr2 + r '  (a02 * sin2 gap')

Il tensore energia momento da utilizzare sarA quello elet,tromagnetico

'I',p : - Fl Fr, + | Fr"F'o g,,
- l  P "  r '  t '

Possiamo ancora rtllizzarc Ie espressioni gid calcolate dei simboli di Christof-
fel, da cui si ricavano i tensori di Ricci e lo scalare di curvatura. Le equazioni
di Einsteindiventano ora

1-A

i
_,A

8rGT|

srGTf;

(2.70)

(2.71)

lB ' ,  1 \  1
t -+ - t - -
\ B  r )  1 2

11 _A', \_ 1
\ r  A )  1 2

B'2 B'

n-;
1

2AB
- #. #) :8trGr] :8rGrt Q.7'z)

St rGT! :g  p lu (2.73)

L'ipotesi di simmetria impone che I'unica corrrponente non nulla del tensore
di campo elettromapSretico sias Fiy. Dall'ipotesi di stazionarieti consegue
che

It r' _ Lt l-\r 0 l - - I  7 0 - L \ t J
( r  7 A \
\ . .  

I  a )

p0i - rii rtij -sCid deriva dalla definizione del tensore di campo elettromagnetico:
etBk *n i j,kI0 e eP'P tensore di Levi-Civita.
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tratta ora di :utlltzzare Ie equazioni del campo elettromagnetico:

v IrF-'o) : o
Y rF"r : J'

dove J" d la corrente del campo.

Se poniamo nella (2.75b) u :0 otteniamc>

a, j/Jnor) : J-sJo

che per la (2.7Q dircnta

* ( .
_r'' J N) Jo

Integrando si ot t ierre

E"\_
Ys,n")-

(2.75a)

(2.75b)

(2.78)

danno con la

(2.76)

dove 16 d il raggio minimo per cui il tensore cnergia momento della materia

d nullo. Calcolando I'integrale si dimostra che il secondo membro equivale a

q , carica elettrica della sorgente del campo ( contenuta nella sfera di centro

r :0 e raggio 16 ).
In conclusione

n
E(r) :  #JACIB6

Questo risultato e La (2.74) portano a

7n - yrt

Torniamo ora alle ecprazioni cli Einstein. La (2.70) e la (2.71)

(2.78)

(2.77)

: StrGrA(Trt - 7bo) : 0

f 1  l r nz I ' 
" I ,"/TB,fd,, r --r'11r -Y 

. , lBn:  
-  

Jo

B', ,4-+ -
BA

A(r) : ;6

che equivale a

(2.7e)
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Ia (2.77) diventa ora

E (r)

e la (2.76) si trasforma in

B ( r )  : 11

IVI" (rs) :

n

Q, :

Definendo ancora la grandezza

'Tffo..o dr'

45

n
Y

? ("0'', tf) -Q ,
T2

(2.80)

(2 .8r )

f f  f l
I -- ln I  r

. lo
c.ostotfie

Cq''

il n')
A1 = .4 / " ( ,0 )  + l t

si trova I'espressione finale della metrica di Reissner-Nordstrorn

, , )  /  -  2MG n2 \  /  2CAI  ( J2 \
ds "  : l  1 - - - -+ :  )  d t ,  -  ( t  -  - " " '  

++  |  d r ,  - r 2 , Je2  (2 .82 )
\  r  r ' /  \  r  r ' /

Dimostrando ancora che N'I non d aitro che la ma^ssa interna alla sorgente,
risulta evidente che Ia soluzione di Schn'arzschild d un caso particolare della
metrica appena trovata .

La (2.82) d singolare , oltre che nell'origine, per

(2.83)

* (GM)2 - Q' > o.
Si pud verificare che I'unica singolaritA effettiva della metrica di Reissner-

Nordstrom d quella in r : 0.

GAr+Jgvl '


