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Capitolo 1

CENNI DI RELATIVITA

1.1 Il Principio di equivalenza

La X[ecco.n,ica Classico, descrive Ia fisica in termirri di eventi situati in un anrbi-

ente geometrico di tipo eucliden. Si tratta generalmente di uno spazietempo

R.3 x R dotato di metrica piatta di segnatura (3.0) sui sottospazi Rt o {t}.
Le leg;Tii della meccanica classica sono inoltre invarianti per trasformazioni

del 5ryuppo di Galilci.

L'Elettronr,aqnetisnn invece 6 descritto da una sistema di ecluazioni che
cambiano forma nel passaggio da tin sistema cli riferimento inerziale ad un
aitro.

Per riottenere la covarianza delle leggi fisiche si ricorre aIIa Relatiuitit

Speciale che postula Ia costanza della velocitd della luce e utilizza il gruppo

di trasformazioni di Lorentz. Cosi facendo si passa ad uno spazietempo

ancora piatto ma con metrica di tipo Minkowskiano, di segnatura (1,3).

Il punto di vista della Relatiui,td. Generale d completamente di','erso: gli

eventi fisici non si limitano a vivere nello spazio geometrico, ma ne provocano

una sostanziale deformazione. Questo approccio d giustificato dal

PRINCIPIO DI EQUIVALENZA: gli effetti di un carnpo grauitazionale

unifornte son"o irlentici agli effetti di 'un'accelerazi,otr,e rlel sistenta di, riferi-
ntento.

Le forze inerziaii possono essere descritte in termini di deformazione della
geometria. Si trat,ta di deformazioni eliminabili tramite cambiamento di

riferimento. Grazie al Principio di Equivalenza d possibile adottare anche per

icampi gravitazionali una descrizione di tipo geometrico. Notiamo perd che i

t:
d



CAPI'TOLO 1. CE'AIAII DI RF:LAT'IVITA

campi gravitazionali non sono, gerleralmente, uniformi. Dunque il Principio
di Dquii,'alenza ha valore solo in prima approssimazione. Questo significa
che la deformerzione della geometria - a differenzadel caso inerziale - non d
eliminabile per cambiarnento di riferimento, se non a livello locale.

7.2 Modello Geometrico della Relativitd Gen-
erale

L'ambiente geomet,rico pit idoneo alia descrizione dei fenomeni gravitazionali

d una t,arietd pseudo-rientani,ana,LI di dimensione 4 e di classe C2.
In ogni punto clella varietA € possibile costruire uno spazi,o tangente TIl,'[

su cui d definita una base du : 0, ed uno spaz'io cotangenta T* fuI con relativa
baseg" :  dr '  ,  con /-r ,  u :0. . .3.

Sullo spazio-tempo &1 d definito un tensore metrico g simmetrico, norr
degenere. di segrratura (1.i)). n tensore metrico definisce un prodotto scalare
tra due l'ettori:

t j  .  u i  :  g( i , r i )  :  g(uqdu,w"d,) :

uPw" g(dr, dr) : ut'11)'g1,, (1 1)

dove

91,,  :  g(e-u,dr) :  dp'  d,  (1 2)

A partire clalla definizione di.q si deginisce 1I tensore metrico inuerso g-t ,
che lra componenti guu tali che:

9P'9'o :  6u ( l '3)

II tensore metrico permette di clefinire in ogni punto di i/ un isomorfismo
tra lo spazio tangente e lo spazio cotangente attraverso Ia seguente regola:

#(d)(',t) : e(6,6) : # 0n)(6)

In coordinate locali si ha

(r'))n : oudtr'
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dove

o r : g r r ' l t F : L t ,

Poich6 generalmente Ie componenti di i e quelle di q si indicano con

lo stesso nonle, qnesto isomorfismo si dice u,bbassamento deqli zndi,ci. La

funziorre inversa, detta inn,alzanrento degli indici, si definisce analogamente

c.ome isornorfismo tra 7'* llt e T \l in ogni purrto tramite la relazione

a , b @ ) :  g ( o ( a , ) , t  ( q ) )  :  o . ' ( a , )

In coordinate si ha

(oudr ') '  -  uPEu

dove

, 1 tP  - -  
O t t v7u :  O l '

Analogamente il prodotto per il tensore nretrico, o per il suo irn'erso,
stabilisce isomorfismi anche t,ra spazi tensoriali di genericxr ordine (r,s) e
( r -1 ,s*1) .

L.2.L La Connessione Affine

Definiamo come conrressione ffine V su M Ia mappar V : X(X,t)x X(A'{) ---+

X(X[) che soddisfa le seguenti condizioni:

Vx lY+Z) :  VxY+VxZ
Y1x+v1Z :  VxZ +VYZ

YsxY :  fYxY
v,( fY) :  X l f lY+fvxY

(1 .4a)

(1 .4b)
( l .ac)

(r 4d)

dove /  € F(nI)  e -X.Y,Z € X(M).
I)ata una base e-, : E, su M d possibile definire un'insieme di funziorri

ff,o, chiamate cofficienti, di, conness'ione individuate da

V p€, : Y.r€, : erlP,",

tX(I,1) d I'insieme dei campi vettoriali definiti su ,Vf

(1 -5)
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Esse permettono di specificare come cambiano i vettori della base da punto

a punto. fina volta che sia stata definita I'azione di V sui vettori della base,

d possibile calcolare I'azione di V su rtn quaisiasi vettore. Siano V :Vpep e
IU :W'e, due r'ctt.ori su 14 avrerno

VvW :

:

,uY eu( \ I i "  e , )  -

I,'P (e,,l\l' ' l e" * \I"Y 
"ueu) 

:

\,'P (at,wp +\r:"tqu,) eo

da cui si ricar.a

V tIl"P : A,IVP + lLrW'

che d I'espressione della cleriratir cor.ariante di un vettore, espressa
ponenti.

Nota la connessione afHne si pud definire i. trasporto parallelo dr un
su ,4,1 lnngo Llna cLrr\?. Sia aliora c : (a.b) ---+ ful una curva su &/
campo vettoriale definito lungo c(f),

X l"e) :  X P (c( t ) )e r , l  " ( t )

Se X soddisfa aila condizione

(1 .6 )

in com-

V y X  :  0  ( 1 . 7 )

si dice che X d tra.sportato parallelamente lungo la curva c(f) dol'e Lz :

df dt : (drp(c(t))ldt)e.,,l,gl d il vettore tangente alla curva. In componenti
I 'equazione ( i .7) s i  scr ive

dxF '  n,  d- '

dt  + t l / ' ; xe  :0

Se d Io stesso vettore I,' tangente alla curva a soddisfare la(1.7)allora la
c(t) d vna qeodeti,ca In corrlpor)erlti I 'equazione diviene

vettore
e X u n

dz;ry ,  nu d. r 'dr^  n

atz  + t ' i ^  aL dr  
:u

dove {zp} sono le cnordinate di c(r).

(1.8)
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LIna definizione equivalente chiama geodet'ica la curva di lunghezza es-
trema clre unisce due punti P : c(tr) , Q : c(t2) , o\,'vero una curva tale
che

6 l : 0

dove

,,()
t  -  l =  , ,  -' -  

J ,  
uL  -

6I : [" + (n,,*u,") r" * [" (t]: ay1-4-' +) sp,6r'cu :
J , ,  d t  Y" ' "  o ,  " "  

/  
* -  

J , . ,  \  a t '  
'  '  uo  dL  aL  /

I dru , ,,1', [ ' , ( d'/;r.o ̂ ^ d:r., dr"\:  
l 9 r , "obr ' ' l  + l  l ru+ t , - -1o" , [a ' f l 1  :g
I  a L  J t t  , t t r  \ * .  

- t ' o  
d l  , l t  / " u '

Poich6 per la proprietA delle variazioni il primo termine si annulla, si
ottiene di nuovo I'equazione (1.8).

Le geodetiche in RelativitA Generale sono importanti perchd descrivorro
il moto inerziale di corpi materiali sullo spazietempo ,/\{.

Richiediamo ora che la derivata covariante della metr\* gu, sia costante.
In termini geometrici questo equirale a chiedere I'invarianza del proclotto
interno fra due vettori per trasporto parallelo. Dato un l'ettore 7 t,angerrte
ad una cun'a c , lungo cui si compie il trasporto parallelo dei due vettori X
ed Y, avremo

0 -  V" [s  (X,Y) ]  :
:  v"  Uv "g)  (x ,Y)  *  g  (Y "X.Y)  + o (X,  v , r ; ]  :
: Ii" Xt'y" (y 

"g) u,

dove V,rX : VoY : 0. I)oich6 cid d vero per opgri curva e per qualsiasi
vettore, dol,remo avere

(V,tt) p, :  0 (1.e)

(1 .10)

drt 'dr '

EEdL

che sviluppando dd

}sgp, - l\ugo, - T\,gnp :0
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Se la condizione (1.9) C verfficata si dic-e che la V d una connessione
metrica. Permutiamo ciclicamente la (1.10) negli indic\ (A, p,ru) otteniamo

0p9,x - 1f;,9*t - lf;xgx, : o

0,gxp - tf,xgxr- T!,ugr^ : 0

Ric;aviamo cosi con I'aiuto della (1.10)

-}xgp, * Apg,x * 0,gxt, + TlXg*, ITf,g^u - 2lir,.1gns : 0 (1.11)

dove 7f, : 2li^ut dIa torsiotie. Risolvendo la(1.11) rispetto olf,,) si ottiene

r i t , t :  I i , l  +f, ,rr ,"  1, *71,o , \

dove {[,] sono i sinrboli di Christoffel definiti da

t r  )  1  * r , ^
\i," j : 

,9"" 
(0t,9"x -l 0,gr^ - 0>,9p,)

I coefficienti di connessione sono dati da

l ; "  :  f iu , l * f lu , t :

(1 .14a)

(1.14b)

(  1 .12)

(  f .  i3)

:  { ; , }  +  , ( r " "  , *T r " ,  rTn  1 , , )

Se la torsione d nulla - condizione sempre valida in Relativiti Generale -

la connessione si dice di Leui-C'iuita. A tale proposito vale il seguente texrrema

Teorema t Su una uarietd" (pseudo-)Riemanniana (M,g) esiste un'u,nica con-
nessione simmetrica- Ia torsione i nulla - che sia cornpatibile con la metrica
g. II suo nome A connessione d'i Leui-Ciuita.

Poniamoci d'ora in avanti nel dominio di questo teorema.

L.2,2 Il tensore di curvatura e di torsione

Definiamo rI tensore di torsione f : X(M) @ X(M) --- X(NI) e tI tcnsorc di
cur*uatura R: X(M) I X(I,t) e X(M) -- X(M) nella maniera segnente

T{X,Y)  :  VxY-VvX- lX,Y l
R(X,Y,Z)  :  VxVy Z -VyVx Z -Vw. \ . tZ
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Le componenti si-ottengono facendoli agire sulla base di vettori ie,,) e di
unoforme {drr} della varietd

Ti" : I dr^,7("r,",) ) - I d,r^,V r", - V,er, )
:  {d r^ ,T ! , ,en_ l? r " ,  > : f i ,  _ l ) ,

{  d r * ,  R ( " r , e r , e x )  )  :  (  d , r k , y  r V r e s  -  y r V  
t e t  }  ( i . 1 6 )

1 dru ,y , (ll^er) - v , (rl^.n) ,
< drk. (\rtl) e, ! lf,^te,,re, _ (A,tl,^) 

", 
_ ff^fjnea >

: orlf,^ _ o,lf,; + l:^1L,1 _ t|^tt,
Ricordiamo in sintei;i le proprietd, del tensore di Riemann:

Rf;ro : -Rf"p

Rprpo : -Rrroo

Rprpo : Rpo1",

Rl,r"1: o

Le componenti indipendenti di questo tensore sono q'indi ifu,t (rr, - r))
dove n : d.im(M). Nel nostro caso essendo n:4, saranno 20.

Le equazioni (1.16) e (1.15) sono I'espressione in componenti della 2-forma
di curvatura e della 2-forma di torsione. le cui espressioni sono23

dry +ry ̂ ry
-lf n dr"

zll simbolo A denota i l prodotto esterno. Date due l-forme d,a €,1.- rI .yu,w eTrI

("t A o)(u, ru) : un ( " l ' l  '{*J \
\  o ( r )  o ( u )  )

La definizione del prodotto esterno tra una k-forma euna h-forma si ottiene in rnaniera
costruttiva dalla defi zione precedente.

( 1 .15 )

pli
t L A p u

:

Ry
Tt1

(1 .17 )

(1 18)

. 
od d il di.fferenzi.ale estento. E' definito come d

d(f iu; , . .3*dni '  n . . .  n , tunn) :  *0,rr , . . . , .  dr i ,  A . . .d,r ,x
Dalla definizione derivano alcune piot' i"ta,

d(aak + grr) : oduk + [3do)k vo.o e a

, k  +  . , ( k + l )  :
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Combinando le due si ottierre Ia I iden"titd, rJi Bianchi

dRy : Rr  ̂ rJ - rt;  ̂  RJ (1.1e)

ov\rero

YRY : g

Sviluppanclo secondo Ie basi della 2-forma di cunatura si ricava la /" identitd.
di Bianchi in componenti:

Y o R l r o  + V  p R l ; o n * Y o l ( o r : 0  ( 1 . 2 0 )

Differenziando la (1.18) si ha

dTt '  :  -rJ ly Adr"

da cui conrbinando con la (1.17) si  ot t iener

dTt ' :  -R l  nd{  + l t  A I ' "  Adr "

cio6 la I I" identitd, di Bianchi :

dT 'p :  -R ;  Ad r "  _ l tT "  (1 .2 I )

Per r,'arietA, a torsione nulla si ha

Rlnd: r " :0

che espressa in componenti porta a

Rl,po1: o (r .22)

d(ak  nrn) : ( i l r k  A t )h  +( - l )o  ak  Aduh

df : oofdr'

&:o
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I.2.3 Vettori di killing

Una funzione / : I\l --- ,4,1 si dice isometrta se lascia la metrica invariante in

fotma, owero

f . (g ) :  g  (1 .23)

(/- a Ia controimmagine attraverso .f ). L" definiziorre data d di tipo globale.

Se I'uguaglianza vale solo localmente, / si dice isometria loco,l.r:.

Dato un campo vettoriale €: €r'0r, si definisce su ,41 una farniglia cli curve

to(t) dette curue 'integro,li,. Tali curve sono tangenti in ogni punto P clella

varietA al vett,ore {(p) clet campo. Si definisce fiusso del camyto l";(t,P) :
^t  p(t) .
Se pr(P) : pr9,P) si defirisce deriuatu" tli Lie di un campo tensoriale 7'

Iungo il campo {

4ei ( ' t ' )  l , :o:  t t r  (1.24)
d t ' " " '

La funzione gr(P) : F1(t,P) indotta dal campo vettoriale { d quincli Lrn'i-

sometria ( almeno locale ) se J; g :0.

Si calcola che

/ ^  \  - ^ -
\{p )u, 

:  €*Vo 91,,  *  gpoV u€" + go,V , ,€"

Ma era

V  o g p ,  : 0

da cui risulta che

("t p) t," : V ,,€, a V ,€ u (1.25 )

Se vale I'uguaglianza

f  ;e :o

( si dice rtettore di killinq. inciivicluato dalle equazioni di Killing

V r € " * V o { , : O  ( 1 . 2 6 )

Valgono le seguenti proprictd
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Teorema 2 Noti i,l tensore di curuatura Rf ,o e i uettori €" " 
y o€, 

,in un
punto rs della uarietd, i possibi,le conoscere il ualore di (" in ogni punto d,i
un tntorno di rs.

corollario 3 €u(r) e unct contb'inazione l,,inenre rti (u@il e div"{o(rs):

€u(: , : )  :  Ai@,ro)€,(ro) + Bi ,"  ( r , rn)V,€"(rn) (r.27)

Corollari<r 4 II numero mass'into d,i uettori cli Kitting indipendenti che pos-
sono esistere su una uarietd, cli dimensione rt i

n ( r i * 1 )

2

Si dice spazio mo.ssimatnente s'immetrico una .r,arietA il cui mrmero cli vettori
di Killing 6 massimo, ovvero una varietd con ryf clirezigni di simrnetria
linearmente indipenclenti.

una varietd 14 si dice omogenea se esiste'n gr,ppo G detto gruppo d,i
s'immetria - che agisce transitivamente su l,I.
L'azione di *n guppo G su di una varietA M si clice trcmsit,iua seyp,e e
M 1g e G I Se) : Q. Dato un punto p appartenente ad una vari_
etA omogenea M, si dice sottogruppo rli isotropia H relativo al punto p, il
sottogruppo di G tale che Vh € II C M h(p) : p. Si tratta cio6 clel
sottogruppo di G che fissa il punto p.

Valgono i seguenti teoremi

Teorema 5 Sia AI una uarietd, ornocenea e si,ano
e H i,I sottogruppo di isotropia relatitto ad un punto

Iv,I x G III

Teorema 6 tutte e. sole le uarietd, Ilietnanniane
curttatura costante . lTLtero

G il 5lruppo di sintmetria
P e III . Allora A

R"
S^xSO(n+1)  ISO(n)
Hn x SO (n. t )  I  SO (n)

omogenee sono quelle a
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Teorema 7 la metri,ca rJiuno spo,zxo massimamente s,imnte:trico i
|  ,  ,  .  ^ r t

-  p2 1.1"2 t  r - \y  
'  da)"  I-  r .  l uy  t  A - l - - -  |

L" r-ki ' )
doue {yo}o-1...n sotTo le coord'inate relatiue a\l' imnters.ione ,in lln+r e

f t : 0  p e r R , ,
k : I  p e r S n
k - - l  p e r H "

Teorema 8 un'a uarietd, omogerrea € utrc spazio massintantr,:ntr,: sint,ntet.r.ico

1.3 Il Tlensore Energia Momento
Per costruire le equazioni di Einstein sono necessari ingredicnti geometrit:i
qrrali ii tensore metrico gp, ere sue derivale . irrgr.ji"rrti che descrivono icampi fisici. si 'ti l izzerd a tare scopo 1l tatsore iirrg,io_^ontento. <lefinit,o
come risposta data clall'azione a'ariazioni crcl tcnsore rnet,rrrx> grr.

Si calcola dapprima 1I tensore enerqia montento del campo elettromagn,eti-
co. L'azione del campo elettromu,gnetico F,p, ,

. t  7  f  n , , r -  - , 1  1  fb'1"^1 : -;  
I  FP'Fp,/:gdn,: -;  

l  F_f*nou0,,,[_gdar, (1.2g)+ J a  a J a ,

!?t" 
Fu": 0rA, - E,A, e g indica il determinante deila metrica.

Si tratta ora di ,uariare S._ rispetto a g,,r.

6ssm): -1 
fnro"r',,,0 

(spps", t/J) dar

t {
L r t

t )
as -

Si calcola che

inoltrea

5g"' : g"'guoSgro

l r
6r/-g : 

1J--su,5gr,: 
-;r/ iggu,\gw

"per ricarare questa uguaglianza si usa la formula

(1 .2e)

(1.30)

cl(detX) :  (det X)tr  (X-r( tX)

( 1 .31 )
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Sostituendo nella(1.29) si ottiene

I f I r I
651"-1 : -- 

|  lF', 'Fr, 
- 

;Ft '" F,o9,rl  \g'n urgdLr (1.32)
z . l nL  +  I

da cui si ricava i-l tensore energia momento del campo elettromagnetico

T:;-) : - Fl Fp, + jF,*t u" e,,

Il tensore ert,ergi,a-montertto delle parti,celle massz,ue si calcola, analoga-
merrte, .,'ariando I'aziorie delle partirclle massive rispetto a gpu -.

(1.33)

(1.34)

,'\,sipr,,) : I,n, [ -bs'"4Y: :
,. J r, 21/ gr.dxfdri

- *5- ,,, [ 6g,,,#Y0,,
2 I  ._  

,  
J r ,  

- , , "  
ds"  ds i -

che etpivale a

t t 
I ^,( [ ##u @ - , ') a,o\ 1-sdepodjr (r.3b)o5gtm): 

i  Jn7 \J^, d,sz d,s, /

da cui si ricava che il tensore energia-momento delle particelle massive d

In un sistema di particelle massil'e in cui oltre alle forze gravitazionali
agiscono solo forze elettromagnetiche, il tensore energia momento d

7'1,, : ry) +:r[::n

(1.36)

(1.37)

Si noti che per la definizione data, in cui Tp, risulta contratto con \gp,
- il tensore energia-momento 6 simmetrico.
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1,3. IL TEAISORLT EAIERGIA I\'TOLIEn*TO L I

Talvolta d utile considerare I'universo - o parte di esso come fluidct
perfetto. L'azione di un fluido perfetto d

f
S(or ) : -1our -gd4r  (1 .38)

J a

Variando ancora rispetto a g* s\ ottiene

I

65tnr : -  lGpJ-g+p\J-s)dar  (1 .39)
J a

La dinamica dei fluidi dimostra ches

n -l- r)
Op : '-f (rf u" + gp") bgw

Utilizzanclo arlcora Ia (1.31) si ottiene

bsr,p : 
I,lt# 

(uuu' + su') * |on,"f 6s,,J4dnr : (r.40)
1 f

i  Jrfto 
* P) ut 'u' + PoP'lbg,,,r/-sd"

da cui si ricara tl tensore energia ntomento dei fluidi perfett'i

Tffn: @ + p) uPu" * pg+" (1.41)

Proposizione 9 Il tensore energia-ntomento lm tetradiuergenza nulla.

Per dimostrare questa proprietA bisogna fare ricorso al Princ'ipio di Azione
stazionana 6,9 : 0 che dA

1 f
6's : - 

i J rr'u"on"'t/4do' 
: o

Sia la variazione d, gu,legata alla relazione

t r ' F : t p + e p ( r )

(1 .42)

5p e p sono la pressione e la densitd del fluido, mentre up d la tetra'"'elocitd.

(1.43)
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dove e- - ep)t, d un campo vettoriale sulla varietd.

Si calcola ora la derivata di Lie del tensore metrico rispetto al campo d :

(fz g)u" : -2Y0'r') 6.a11

Sostituendo nella (1.42) si ha

f

JnTu,V\u 
tu)  ut-  g44 a = Q ( I .45)

che equirale a

fnlv , (Tyr") - F ,rn eu) ut-sd^r -
.  |  _ , ' t
J',lfiar (Tf t" J-)) ,rsda t t (1.46)

- In(Y r'4i) eu uEgdaz : o

Ii primo integrale pud essere trasformato tramite il lernma di Gauss6 in

l*r'y ,t=-oao t, : o

Se f) racchiude arbitrariamente tutto il sisterna materiale considerato, si
ha che sul bordo - totalmente esterno al sistema T'! :0 , da cui si ottiene
che I'integrale (1.47) d identicamente nullo.
Rimane quindi

( r .47)

(1.48)

(1.4e)

f

JrF rTl) { rr-sd4x: : o

Per I'arbitrarietA del dominio di intemazione e di ep si ottiene

YuT ' l :g

o Lentma di Gauss

Inurt 
ufidar: 

lunf 
,t/-gdo,

dove d,o u 
- 0u. dar : n,d,3o.
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LE EQUAZIO^ry DI EI rST'ErAr

L.4 Le Equazioni di Einstein

Le equazioni di Einstein mettono in relazione le proprietd. geometriche dello
spaziotempo con il tensore energia momento. Si ricercano delle equazioni
aventi la forma

Gu, :  kTp

19

(1 .50)

dove k d una costante di proporzionalita. E' necessario richiedere che

. G t u sia un tensore simmetrico perchd T'1,, Lo d

. Gp, contenga soitanto derivate di ortline 0,1,2 del tensore metrico e
non contenga i campi materiali. La divergenza delle derivate seconcle
sia lineare.

.  Vpct" ' :0 dal l 'analoga proprietd d\T' t 'u.

Gli unici tensori che verificano le prime due richiaste sono tensori del tipo
aRr, * bRgp, * cgr,, cor\ a,b,c costanti.

Per ottenere un tensore (0,2) che'"'erifichi anche la terza richiesta vt\zzi-
amo la ,I' identitd di Bianchi (1.20) :

Y rRrro" + V o R.rprt, I Y,Rrruo - 0

da cui - saturando successivamente con qpr e con qou - si ottiene

/ r \
Vr lR"- ;0"R1:g (1.51)

\ z /

Il tensore G r, - detto tensore di Einsteira - d quindi

Gtr, : Rr, _ 'rnrrO 
* \g*

) d la coslante cosntolog'ica e viene generalmente considerata nulla a causa del-
I'espansione osserr,rata nel nostro universo. Resta da determinare ia costante
k. A questo scopo € necessario passa^re ad una approssimazione non relativis-
tica e imporre la r,aliditd del)'equazione di Poisson 7 :

V2(D : - 4rpG

(1  52 )

(1.53)
rl,a velocitd della luce non compare perch6 si suppone di aver scelto delle coordinate

tali che c=1
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dove iD d rI potenz'iale grauitazionale e G d la costante rli graui,tazione rli
Newton. II valore che si ottiene d k : 8zrG. Sostituendo nella (1.50) la
(1.52) ( con ,\ : 0 ) e il r'alore ottenuto per ft, si ottiene Ia forma finale delle
equazioni di Ehwtein:

'l

Rr, -  
,orrn:8nGTp, 

(1.54)

E' possibile ot,t,enere le equazioni di Einstein anche tramite i metodi var-i-

azionali.
Definiamo l'azione delle purticelle massiur.

5(p-): L-, I ot,
i  "  : i

l' azione del carn'po el cttronvt gnet'ico

1 r
51,-) : -i 

J"P|" 
P*u[- gdar

I '  aziorrc di  in leru.zi  ort t  
q

sp,t):r", l,'+,ffnt,
e l' az'ione orauitazionale

(  1 .  o c i

(1 .57)

(1 .56)

II Principio di Azione stazionaria impone che I'azione S : Sp* + 5'"- +

S;nt *,5, debba essere estrema. Vediamo in particolare la variazione del-

l'azione rispetto al tensore metr\co gur.

Si e gid visto che

s(o) : -# 
l,ro*n" uE-odar

5 (s1,*; + s1-,l) :: I Trolg.o rt- sda,

Si calcola ora la variaziorte cli 5'1n;: 

z J(r

1 f
, . { c . .  -
""\s) - $nG Jn

84,, a il tetrapotenziale del campo eleitromagnetico.

( i .58)
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1.4. LE EQUAZTON Dr ErArS?'Er r

6R* non dd contributo all'azione:'.
6S6nt1d identicamente nulla perch6 S1;r,t; non dipende du gr,.

Calcolando Ia vanazione degli altri fattori ( cfr(1.33) e (1.36)) si ott,ierre,

applicando il principio di azione, proprio la (1.54):

Ru,  -  
|n*o :8 t rGTp,

Le equazioni di Einstein sono dieci ( Ru, e 7r, .ono tensori simmetrici) in

dieci incogn\te ( gp, d anche simmetrico ). L" g* non sono perd univocamentc
determinate perch6 le dieci equazioni non sono funzionalmente indipenden-

ti. Infatti le identitA di Bianchi lasciano solo sei equa"zioni funzionalmente

indipendenti. Neila cleterminazione di g,,, restano quincii quattro gradi di

libertd. Per la ricerca di una soluzione d importante fissare una cor.rdizione

non tensoriale che individui un sistema di riferimento particolare per ridurre
I'indeterminazione.

ePer calcolare questo risultato si parte dalla Z-forma di curvatura. la cui variazione dd

6 R r " : Y 6 1 f ,

da cui - sviluppando in componenti e contraendo opportunarnente gli indici - si calcola
che

6 R , o * V p 6 l t ; . - Y " 6 1 L , ,

da cui

J- $R",,) so" - {- (y "6ttr, 
_ y ,611,) o'," :

: ap (618,s", J4) - a" ('rx,s"",/- t)

Integrando si usa il lemma di Gauss. Per Ie proprietd. delle variazioni ,6ff, calcolato
su EO d nullo
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